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久 考 嵌 力 、 速 度 和 加速 度 为 蕉 本 物理 量 并 以 牛顿 乍 律 为 基础 的 牛顿 力学 ， 在 处 理 力 
字 间 题 的 过 程 中 ， 千 直观、 选 毕 标 系 、 进 行 受 方 分 析 、 列 出 运动 方程 ， 进 而 解 微分 方 
称 。 可 是 ， 过 到 约束 力 较 多 的 系统 时 ， 解 这 是 微分 方程 这 变 成 是 非常 腥 染 和 和 十 分 困难 的 
事 了 。 特 咽 在 十 八 、 十 九 世 纪 ， 随 着 工业 革命 的 逊 速 发 展 ， 在 工程 技术 上 这 切 坑 要 解决 
的 也 正好 其 这 类 问题 。 因 此 ， 这 切合 要 寻求 另外 的 方法 来 处 理 这 一 类 的 问题 。 不 少 的 科 
学 家 都 致力 于 这 - -工作 ， 从 而 建立 起 分 析 力 学 这 -一 重要 分 支 。 

分 析 力 学 的 杰出 代表 是 拉 格 并 日 [Lagrange 1736—1813), 他 比较 系统 地 研究 了 这 
一 方法 ， 并 在 1788 年 党 成 了 一 部 巨 浅 如 分 析 力 学 》 《Mécanique Analytique). B 
全 用 数学 分 析 的 方法 来 解决 所 有 的 力学 问题 ( 更 力学 、 动 力学 、 流 体 静 力学 和 流体 动力 
学 ) 。 他 引进 了 广 六 汉人 标的 概念 ， 通 过 一 个 机 械 系 统 ， 推 好 出 拉 格 明理 形 式 的 动力 学 方 
程 。 这 在 理论 和 应用 方向 ， 对 十 九 世 纪 力 学 的 发 展 产生 了 很 大 的 影响 。 以 接 格 裔 日 方程 
为 基础 的 力学 简称 为 拉 格 了 月 日 力学 。 

介 析 力学 的 男 ，- 代 表 人 人 物 是 哈密 顿 ( Hamilton 1805—1865 ) 。 他 在 1834 年 ， 引 入 
了 广 妾 动量 的 概念 ;建立 起 哈密 顿 形式 的 动力 学 方程 -一 正则 方程 (Canonic equation). 
闻 时 ， 他 又 提出 了 订 以 作为 力学 基本 原理 的 哈密 顿 原理 。 以 哈 效 顿 正 则 方程 和 哈密 顿 承 
理 为 基础 的 力学 简称 为 哈 管 顿 力学。 

在 以 拉 格 庚 日 力学 和 哈密 顿 力学 为 核心 的 分 析 力 学 的 创立 与 发 展 的 过 程 中 ， 曾 经 有 
这 贡献 的 还 看 识 斯 5 Gauss ) ， 泪 松 ( Poisson ) TEnfikGacobi. PRR Appell), 
HRE ( Mauperiuis ) 等 科学 家 。 

分 析 淮 学 与 牛顿 力 党 尽管 有 种 匡 的 特点 ， 但 它们 均 必 十 经典 力学 的 范畴 。 它 们 的 基 
本 原理 以 及 理论 结果 都 相互 联系 着 ， 

出 于 分 析 力 学 所 注重 的 不 是 力 和 加 速度 ， 而 是 具有 更 三江 意义 的 能 量 。 同 时 又 采用 
了 广 训 奉 标 、， 广 六 为、 广 闵 动量 等 ， 因 而 使 分 析 旋 学 的 方法 与 结论 所 运用 的 范围 可 以 超 
出 力学 的 领域 。 因 此 ， 分 析 力 学 一 直 是 工程 技术 、 天 性 力学 、 理 论 物 理工 作者 所 感 兴 趣 
儿 。 也 正 国 为 分 析 力 学 所 涉及 的 理论 内 容 和 详 用 方 而 均 很 广 ， 限 于 作者 的 水 平 利 篇幅 的 
区 系 ， 本 书 只 结 台 多 年 的 教学 实践 ， 着 重 介 绍 分 析 力 学 的 一 些 基本 原理 和 方法 。 

厦门 大 学 物理 系 陈 英 昭 付 教授 对 本 书 原 稿 进行 了 详细 的 审阅 ， 并 提出 了 很 多 宝贵 的 
意见 ， 作 者 借 此 机 会 表示 衷心 的 感谢 。 

由 考 水平 有 限 ， 时 间 和 匆忙， 书 中 难免 有 缺点 与 错误 ， 欢 迎 读 省 批评 指正 。 


ES 


1987-94-12 A T E Ul X e RE RE 


分 析 力 学 原理 与 方法 
I A oE X 


e 
mA SEU db 发 行 
KE 2: a EB T FLU 
Lu 
计 市 787 x1092 1/16 — 18.878 NS — 450 AE 
198041/:3 H 3p 1; 1989 年 3 月  ^& T WH 


|) Xr. 1 一 080 下 
ISEM 7-5615—0178—x/O * 10 


udi. 3 835 OD 


一 | 


第 一 章 ” 虚 切 原理 与 达 朗 伯 原 理 


$1—1 约束 、 
81—2 
$1--3 
i1—4 


REX SURE, 


BOE — DUBBI BOTE 
$2—1 
$2—2 
$2-—3 
$2—1 


SRRA ESL nene 
能 量 积分 … 


第 三 章 


§3—1 


RE HENSE 
ENEE, EITA 


Vi RE RE DE E e ER 


EJELEE REI CABE emere en mne ee eram inn en n ni nr ren ren ra 
SPESE, PTRE RUIT B BERE mmm 
BLESS B DERT RA enne Urt 
ik BMBIESS S a I ZB eee menm nennen renean ne 
LI M """"""——————— KAKAEE EREE 


R B enerne nin sente ttn nee trennen nene ere nnn tn 


$3—2 陪 密 顿 正 刚 方程 和 


$3—3 哈密 机 正则 方程 的 能 量 积 分 … 
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PA EIRE AHR 
$1—1 约束、 自由 度 和 广义 坐标 


一 ,约束 及 其 分 类 


质 虑 组 是 指 这 样 的 一 个 质点 的 集合 ， 尖 中 每 一 个 质点 的 运动 都 与 纪 中 其 他 质 虚 的 位 
丑 和 运动 有 关 。 这 样 的 质点 组 有 革 也 称 为 力学 组 或 系统 。 因 此 ， 几 是 限制 质 点 组 中 质点 
运动 的 条 件 拘 称 为 约束 。 如 刚体 绕 定 轴 转 动 《 限制 其 位 置 ) 、 刚 性 球 在 粗 多 平 徊 上 作 无 
请 动 的 滚动 《 限制 其 运动 的 速度 ) 。 

用 数学 解析 式 子 来 束 示 约束 的 方程 称 为 约束 方程 。 浴 质点 组 是 由 N 个 质点 所 组 成 ， 
那么 约 东 方程 可 每 为 

fé xe Vis Zi» Xas Yi» Zis Us» XN$ YN» IN) Ua» Uis Z4» da, Yrs Da, Us 
in Jao im tO 二 0 或 缩写 为 

fs 23 N) 
独立 的 约束 方程 可 以 有 好 几 个 ， 这 里 可 以 有 

s=], 2, 3, s m, 

WTjm«3N 

1， 糖 定 约 束 与 非 稳 定 约束 


34 pg fpe BER, 出 它 称 为 稳定 约束 。 相 应 的 约束 方程 为 
f Xi Yks ZR3 Gp Jks 一 0 
车 约束 方程 中 ， 显 含 时 间 蛮 量 !+， 则 它 称 为 非 稳 定 的 束 。 相 应 的 约束 方程 为 
fe Rs 
2。 几 何 约束 和 运动 约束 
只 上 跟 制 各 质点 空间 前 位 置 的 约 求 称 为 几何 约束， 也 称 非 无 根 小 约束 。 相 应 的 约束 方 
fe 
2dfxe yb Xp t2 
3EoR [ES ELE [B DOE, mu ELIRER | Hoe ZU REBEQSMU DERI gmGRÉR, EFRR 
束 。 相 应 的 约 京 方程 为 
fa xk yip Za tk Yke 2p t2 0 Ab 
wi PpEUDEDARAEHE, CRRA LAAR. Bid, MAARRE TERA 
HERO AMERARBU. RETRADE AAA AE, RAER R, PJE 
束 〈 包 播 可 积分 的 运动 约束 ) 为 完整 约束 。 受 完整 约束 的 质点 组 称 为 完整 组 ! AEE 
约 东 的 岳 点 组 称 为 非 完 整 组 。 今 后 若 没 特别 青 明 雪 指 元 整 组 。 


| ^ T -r 

Z HARS EN 

藻 质 点 组 由 RN 个 质 虑 所 级 威 ， 备 质点 之 问 要 有 m 个 独立 全 几何 约定 ， 邯 存在 疾 个 约 
RTE 
k=l, ds T dr N * 


Ja xps yp. zi :) =0( 
一 ] Z 3, cc. m 


liWuas ype ISNA bin MARRAIRE RN- men BE, JARE 
AAE CEA ERORA Ra E a —3N — no 1s BE EE EL EIFE, US 应 的 
蔓 定 质点 级 的 位 形 所 需 的 独立 变 景 《参数 ) POI X S, ERRET. BRE 
组 的 自生 度数 是 等 于 质点 组 的 三 立 瞧 标的 数 昌 。 洛 质点 组 揭 目 出 度数 为 玫 时 ， 广 六 坐标 
MHG dai» dis Us Gao 
f BR AEWRE (6. Ma PRCERÉH RU: HL II 3 — 747 It RR DECOR XE V DA 
da. HÉRKTROUABUDEHDMI XLAUBCEXOR, BB 
XRTUXk (dis di» das "Us das £O 


yb yk Cái: G:s das Us qa f) 


ELISGUM Gar da» “s Om) f) 


B ixa re) 


CE 


Bj1, hb poc ELI H A= HEABEL DURS BOEGIBBIAZRER CARE) 1BI 
423.38. Ig m—qeE M ARA TED. BAAS 
AGEBpELT. cpÉSRIUORAEERxg. ya. xm» yR AEIR AE. SDIÉ. E RH 
HAH: Ag DAD EL, Dr CARERRSISEDUR E339. P 点 被 约束 在 x $i 
zh. AR ABRIR p E, BU. UIMPERHDEXS "I", HA AER 可 iu. 
实 ， 从 图 示 很 容易 可 看 出 点 A 和 点 有 党 标 可 以 通过 平 来 表示 

x477rCós f y47 rain f 
xp-rcos V r1! er sin? € ys= 0 

BET, EulQDSDAPXORGUAIL. MERHAR. HARER MEy Pi 

CHAT, EAA HiExo yo xe 来 确定 系统 的 位 置 。 可 是 。 它 受 有 有 P A D 


02€ 


Uh Fom, KET CRGO, Vnum. EEL 
AM, PU. SRI AE BIS y 527, jE 
ke E ARER ADENY Qa. vo Uv 

从 图 未 很 容 YA Galan, m Beppo g 
H Po FWE, 


"= m = = y č — a er r a mm 


b. | sin ^ i 
yıl eost ) redene- -~ oh m 0,y,) 
(xa =lsin (^ icbsin. 
|y, —1, cos? 1 Ti:cosf? 3 
[81,2 
例 4， 刚 体 绕 定点 运动 。 由 刚体 运动 学 得 贸 此 种 刚体 的 位 置 下 以 用 三 个 独立 变量 
一 一 三 个 欧 勤 角 米 璃 定 。 国 此， 它 的 让 由 床 为 “3”， 相 应 揭 广 义举 标 可 于 用 欧 草 
ma, P, V. 
全 得 注意 的 是 : 系统 的 自由 虚 是 唯 … 确 定 的 ， 可 是 相应 的 广义 赃 标 的 选取 就 本 是 只 
一 的 。 它 可 以 根据 县 体 的 实际 问题 解决 的 方便 而 功 以 选 骤 。 
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HAERA IRRIA At, "uri E A rit 
FIR RCICSCGraN. ZghBtst-arixgélo weg pm. REYPA RE 称 
HRAB., Hdr k=l, 5. 2, 0. NO. 

2. TERR: AR LARR ER rà US 


r=; ( xis Kos Ans Rn t J 1i fog px £0 18^] EO RE 


fs C xis Xas Xas CU. Xvow,. t) =O ( s=], 2. d. CU. R ) C1, 1 ) 
微分 上 述 约束 方程 得 | 
$3 . 9fs. dt^ 0 (ez-1, 2, 3, ^", m? (1,2) 
psi J l 
HAER i, EREN 
Y ; xj (em. 2, 8, c, my ) (1,3) 


f" 
Tu EE TE (I1), WIELIE CI, 站 无限 小 位 移 就 称 为 可 
花 移 。 班 于 实 位 移 也 满足 约 东 方程 (1.1 )， "TET. HEART RE DERE |: " 
Po MAR — AE AMR ERE A E ERR Dux CÓ S0, TERREA PEY 


2 $ = 
A 
a b ç 


TREC, 3 WEN 

b'e'xdx-Fa' e^ydy--a^b zdz= 0 
WERA EHdr ( dx，dy，dz ) BARS 
A EIERE M Ao y. z) 
的 切 平 面 上 的 侍 意 失 量 dr Cán [8 1,3 Br 
水 )。 这 些 光 为 可 能 位 移 ， 而 与 质点 运动 
LE AH BEBE] DERE CEU CER BOR ) 
才 是 实 位 移 , RENE, CREMA TAE 
idr 中 的 一 个 。 

3， 虑 位移， 任意 两 个 可 能 全 EZE 
定义 为 虚 位 移 ， HIH ra k=l, 2, 图 1,3 
3, c, N) Ex, (k=1]，2，3; oo, 3N), Bl 

yp —dr4! —dr4" (k=l; 2, 89, :NY 


或 x= dx — dx" (k—1, 2, 3, =, 3N) 
式 中 带 MEE 或 dr 的 符号 袁 示 身 个 可 能 位 移 。 
在 稳定 约束 的 情况 下 有 
$ Ofs ^I zu Ofs HL. 
25, dxj = 90, 257 = p 
P AIAH E h E IR 
y; af dxj-- 0 ($=], Z2. 3. "5, m) (1,4) 
Tm Ox 


比较 (1.3 ) 式 与 ( 1,4 ) 式 得 ， 在 稳定 钓 束 的 销 况 下 ， 虑 位 移 就 是 可 能 位 移 ， 即 实 位 移 
是 无 穷 狗 个 号 位 移 中 的 一 个 。 
TEdbkRAEAGRIS ERST. BIBRDUERWME EISE CI. 2 0 Bj 


SN 
Ofs gary I n= 


Į". Xr, 


€ ĝfs H dfs 一 
之 8; 7^ Toa 4 0 
两 式 相 减 并 由 患 位 移 的 定义 同性 得 出 方程 才 1.4 R 

V ofc 8, = — » 

之 8x; dxj= 0 ($—1, 2, 3, , nm) 

L5: (0,20 与 (1.4 ) 式 得 知 dxj 和 xg 满足 的 方程 各 不 相同 。 因 此 ， ERRERA 
WEF., Jg ERIS RAE AEA SALES EELA de Re GLER PI M. 


虚 位 移 是 一 个 搜 象 的 《等 时 变 分 ”的 概念 《 关于 等 时 变 分 ， 得 凡 后 讲 变 分 原理 时 才 


进一步 谓 述 。 等 时 变 分 的 运算 与 微分 运算 丰 同 ， 亿 人 和 0 。 ) 
æ 4 s 
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dx p™ 一 十 一 - =E a zs. de O'y 
xk 2 Bdat or dt (kTi, 2,3 3N ) 
B 
T à 
或 dry S SM agi SE o (kml, 2, 8, 7, N) C15) 
Fm 1 ay ot 
TE LES y 
9 
à 
dx= zit ( k=], 2, 9, =, 3N) 
j=] Jy 
一 , Or 
或 dre molta (k=l, h»c. ND C1, 6) 
fw; "8l 
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$1—3 虚 功 原理 、 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 和 约束 力 


一 、 理 想 约束 

在 研究 非 肯 由 质点 组 时 ， 我 们 有 必要 将 作用 在 质点 组 的 力 ( 包括 内 力 与 外 力 ) 分 为 
主 沥 力 与 约束 力 责 大 类 。 凡 是 约束 物体 作用 在 质点 组 上 的 力 就 称 为 约束 力 。 其 他 前 力 区 
称 为 主动 力 。 

由 于 力 在 嵌 位 移 上 所 作 的 功 称 为 大功 。 因 此 ， 涪 质点 组 所 受 的 约束 力 在 任何 屿 位 移 
上 所 作 的 建功 之 和 等 于 零 时 ， 就 称 此 约 素 为 理想 约束 。 其 数学 式 子 可 表示 为 

XN. ' p4— 0 
k"1 
其 中 Nx 是 作用 在 第 k 个 质点 革 的 约 来 力 。 

品 然 ， 没 有 摩擦 力 的 几何 约束 都 属于 理想 约束 。 例 如 处 在 光 沸 固定 的 出 面 上 时 FR 
点 ， 纳 束 力 的 方向 是 沿 著 同 定 曲 芹 的 法 鳅 方向 。 而 质点 的 虚 位 移 则 在 切 平面 肉 。 因 而， 
纳 末 力 疏 家 于 任何 赚 位 移 ， 所 以 约束 力 在 任何 弄 位 移 上 所 作 的 虚 功 都 等 于 等。 当然 ， 不 
仅 光 清 上 曲面 的 约 来 ， 其 他 诸如 不 可 储 长 的 绳子 约束 ， 光 滑 镜 链 约束 ， 理 想 的 连 杆 约束 ， 
刚性 约束 以 扩 作 纯 滚 动 的 网 体 记 在 的 曲面 等 等 之 类 的 约束 均 局 理想 约束 。 0 


二 、 虚 功 原理 
虚 功 原理 也 称 典 位 移 原 理 。 它 给 静 力 学 问题 以 普遍 的 解 沁 方法 ， 因 此 是 静 力 学 内 基 


本 原理 。 
di : a 


1, uH mu 
A BART C1545—1607 ) Har E ILES SIC RREOEC RT I E [31 A 
HEFEI BERE. BAR EFA 
p:OA-O«0B 
à OA Q - 
] OR P CiT) 
当 杠 村 作 任意 虚 位 移 《 绕 O 点 转 一 个 征 小 的 角度 s9 ) th SUM r ATF af 
Dh TA A’, SPORE Leung BB’ WP. Q THAER EDZA 
w=—Q3hotPåhp (1,8) 


BORAOAA'cs^O B B', Bit A= " 


Q O B' 2-27 "A | 
T7 V, Fo» o Wit , A Ù 27! ! 
HAQDA” A'cort AOB” B',. 4 ^ 一 ~ p. 3 
. Lo I 
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OA' . AT A' -ape 


因此 ， 最 后 得 到 


" 


" = a UHR Gi ER ibo sm mim r o - 


hp „OA 
8o OB 、 
nz P 
Hi #hp= LA bag (1,9) 
OB 


EOT 式 与 (1,9 ) 式 同 时 代入 《1,8 》 st Fi. 


4,y—Q355—Q8ho— 0 ( 1,10) 
HRISTI RD A SETTA JUGEDRDEWRUDEM PAER EG pe 
HAERE E E BOUES EZ 2E 

BE EUEHSQE. HDWCEO548—1620)BV Ae Un jg GEH IA PT ere] EE. i 
利 略 1564 一 1842 ) xk —dbt e s AR E UT IT1T/E,. ZbIBEÉTAI- (043977 C 1607 
—1748 ) Hj4ff T ETTE ROE EA EREE, 

2. 质点 绝 的 虚 功 车 于 

具有 稳定 理想 约 来 的 质点 组 ， 共 平衡 的 充 要 条 位 是 ， 记 有 和 芍 主 动力 在 任何 的 虚 位 税 
上 所 作 的 虚 功 之 六 等 于 零 。 


M 
kei 


Ah F EA EBA REUS 8 A o 
DREN: WEE AAA FARA, WED EE, Eji 
acis TL A LWEE EAJ AE e SRIAN d TETA EATS A 


. HÁ + 


稀 点 组 六 任 一 质点 kg 也 将 处 于 平衡 状态 。 即 
Fi+Ni:=0 
BUES S RUEDA LE ARRE Ere MERJELE AN, EH Marak PE ie dU 
SII. H 
E; * gtg * r£ 70 
BR. XPTUGRKRSDVIBIILINBR T JUDICE SEGU ETE. TRAE SARE 


N N 
$ Fi- d E Ny- dra 
, km] 上 wl 

由 于 质点 组 是 受理 想 约 求 ， 故 有 
| N 


k=] 
EUG. RAHA EERE, WERTERA 


N 
n F4 * Sr4=0 
这 就 是 所 要 证 明 的 必 辟 条 人 性。 
充分 性 的 证 洗 ， 即 需 证 明 若 质点 组 满足 方程 41.11 》， 划 它 几 处 于 党 奖状 态 。 阔 用 
及 证 法 ， 人 很 定 质点 组 不 处 于 平衡 状态 ， 则 它 必 由 静止 状态 进入 运动 状态 。 因 此 ， 作 用 在 
质点 上 雇 有 的 主动 力也 4 与 约束 力 Ni 诫 有 一 合力 Ri， 层 
FiCN,-R.; 
TX, MARERA mE —qr 5 bar EE ERO. C 因为 质点 组 所 受 前 
HY RRE S] 18 } RA 
R; * ra 
XEPU HITS EAJREKIN GE BEL EROr a EE TEHUBEDIZUBUACT ES B 
Fa * ratda pg 50 
mA, xPPEGUEU dE AS EG OUS Hoa SEXE. K EAE ER TS: 


2 N 
SF ret EN Cn 
= | - 
Lo FOSC ZR Er SER RUERA Ep, UY 
N 
2, N4 * 9r470 
km 
(pub. ARATA T ERRE, CUTEM EA SX 
MH 
2, Fa’ ra 0 
ku i 


iX /3 Jg (cro GI AR TIE 
.7 æ 


路 
2, F4 * ra —0 
e 


HFE Teu AAIE EnS, DRE E ET EARS. 
daYgjPér dE CRAKIEDAPSAERAT. DRN 
Fi—Xii-cYiibt-Z;kh?rig—8x4i-)0y4j-4z4k 
35-4 He 3 ERE € 1, 11 ) ROCHE ZA 


N 
5. (Xx tY rykt Zg) = 0 
Åu] ( l, 12 ) 


h TEURER (1,11 或 (41.127) 均 不 出 现 约 束 力 项 ， 因 此 条 用 虑 功 原 理 来 解 
决 平衡 问题 时 ， 不 必 考 虑 约束 力 ， 这 便 是 虑 功 原 理 的 最 大 优点 。 反 之 ， 震 责 求 得 约 关 
力 ， 只 好 另 想 他 法 。 

下 面 我 们 举 一 些 应 用 赚 功 原理 解决 静 力 学 问题 的 例题 。 

例 1， 求 自由 出 体 的 平衡 方程 。 

B HEREZ ESF Spp 28 d 
方程 (1.11 ) 即 


N 

ABE SGRTERTE SM EEE ma 上 
的 主动 力 ， 红 表示 质点 m# HEME, 

由 刚体 运动 学 得 知 ， 刚 体 的 任何 位 移 
均 可 视 为 由 对 刚体 所 有 各 点 都 相同 的 平 动 
位 移 8g 和 绕 某 一 瞬 轴 转 过 一 角度 0 9 的 转 . ELS 
动 位 移 所 合成 。 因 此 ， 刚体 上任 一 质点 Pak 的 位 移 为 

üra—4g F6 P XI. 

Aprn nR Am A, Brn ERARA LER FA AR TEOY EN 


N 
2 Fi (dg 8 xr) —0 
=] 


N N 
或 STF- dat EEr. (39 xr4) —0 
| 上 1 


由 矢量 代数 知道 ， 上 述 式 子 又 可 才 为 


N N 
* F dat $ (raxF;) *ó$—0 
4u: kunt 


Br T 4878186 e Xj RI s C400 ABRE ERBU, NUN 
| 


03414 


óa * Xr . S rax Fa=0 
bí Āu | 
又 8a 与 中 是 彼 比 独立 的 ， 因 此 从 上 上述 式 子 恒 可 得 到 
N N 
T 页 4 一 0， EuxFco 


Å= i 
RRES SERES ES REESE EH E. 
BI2. HARO AEP, EREE AR ERO TESI, WITI AEA 
iE —ĦEP IE STAB, EABB Mok EHF, SROE BIKE IG ERE Bp px, in 


MEH, i 
解 ， 若 选 如 图 1,6 记 示 的 举 标 时 ， 并 设 杆 O&A 的 履 度 为 1,， 杆 4&8 的 长 度 为 1,。 那 之 


E RS RES 
FFOAPINC B) 


I; 

-——— 005 
E 7 S 
| = ging 

ye 2 


FFABES oC; B) AS 


[ 
X, =li coset —5- C058 


Ye, =] sinat -in B 


B n gn) Md 


xXg—l: cose-F l; cos 


ya l sina- ising 


| ELE 
MERO EABEIEDESIENÉUT ARI RE), RS. ERRA MAH H 
He, HORS, 8 为 相应 的 广义 坐标 。 于 是 


i 
du. =! eosta 
Ye, 2 


dy e, 一 Licosada pie cosBaB 


xg] ,Sinada-—1 ,8infd4B 
F8 B] IRURE 
P, ye TPi8y, d-Fàxp-—0 
将 97。 与 692 以 及 8xs 的 表述 式 代入 上 述 方程 便 得 


(= -Picose 十 Picosa 一 下 sina de ( » P1. cos Fl sin J—0 


"9e 


因为 g， 有 为 广义 坐标 ， 所 以 ga、86 是 彼此 独立 昌 任 意 的 。 故 上 述 方程 要 成 立 它们 前 面 的 
FERGER E. B 


SUB ,costt-- P.L, cost — FL sind 0 


- 1l. p,1,cos8— Fl,sinP-—0 


à 
由 此 可 得 
一 Pit2P, LOP. 
ut 2E C tsP— EF 


$3. FJ^]JffAB—a, P, —HA"yiEROGCH ef b, AMEE Met D 
上 ， 加 欲 使 杆子 在 任意 位 置 平衡 ， 求 此 侧面 的 形状 。 

解 ， 选 如 图 1.7 REEERE WA 
点 点 的 坐标 为 


" 0 
ya yat acosa 
B 点 的 坐标 为 


pacem 
yg y pia) 


CREER 


显然 ， 此 系统 具 右 一 个 自由 魔 ， 故 选 e 为 相应 的 广义 泽 标 。 
Hi MRIDEDESISPS,,—0 即 $y,—0 


1l . 
ifii ye = ; -8 È Zya Tacost ) = C- Pm Ty asina) da 
| l 
于 是 CZE +- asina ) da=0 


因为 g 为 广 尽 坐标 ， 记 以 ge 是 任意 的 ， 帮 上述 式 子 灾 为 


1 
rL— 

yu ea 
因此 , aya=| P sinada 


VE: yp ( 1— cosg ) 


"E LE 


"f X= nd 


, 10 。 


pem JOT? 


或 Xf 十 (2y5 一 4 ) 二 9 -H 

椭 网 中 心 在 x 二 0，y 一 -rb PREN PAM 
当然 ， 此 题 不 利用 虚 功 原理 求解 会 更 为 简便 。 因 为 杆 随 意 平衡 ， 其 质心 C 始终 在 

平 直线 ?= UP -上 移动 ， 所 以 ?8 一 一 7 (1—c0za), ， 人 而 xz 一 asing， 儿 此 便 得 


或 xit C2yp—a2 ^ —a^ 一 一 椭 园 
此 结果 与 上 述 利用 虚 功 原 更 求 之 所 得 的 结 
果 完 全 一 样 。 
例 4。 均 质 杆 AB-—a. HO, XXdE — 
央 定 容器 中 ， 此 容器 的 形状 光一 旋转 抛物 
体 ， 如 抛物 体 的 方程 为 x =y KTA 
位 置 。 fl. g 
组， 选取 如 图 1,8 所 示 的 举 标 系 ，A4 点 的 举 标 为 (x4，X4 ) BARER 为 ( xa， 
ya). HER Hia 
XB—X4*70CosU 
yn — Y4**a sind 


X xi-—2Py4,  xi-2pys 故 得 
V ZPypg +v ZPya4 =a cosa 【〔 因 为 xy 一 一 2P74 ) (1) 
ys — yama sina 
BOISE 
v 2Pyg =a cosd—v 2PYy4 
即 2Pyp =a cos a — 2acosd/ Pya4 十 2p94 
EX 2P C yaya?) =q cos a —2acosü/ 2Py4- (3) 
fg C20 MEA C30 式 得 
2Pasind a? cos^a — 2a cosgv Pyg 
Bp v 2Py4 7 costi — Pega 
a ya -—cos “全 一 P sint 4-5 rga (49) 
TE a AAE Ae b IR 


A NL 


(2) 


=y t- ‘sinas t — cos --- sige 


SP 
于 是 ， 访 系统 其 有 有 一 个 由 出 度 ， bei RAR D 
= sina a ; 
dy, CP "T: sino cos) og (EO 
E HEIL) 


Qy, =0 Woy,=0 
把 (5) ET 


sind i 
cosa iP 
HITO” X A, Fidati QN, WUÉ 
sind a^ ; 
cos? — 4p se" 008050 
Ef ( Emi cost) sina 
cos?a JP 


Cio ZXisinq-0 得 g 二 0 
DE oou osa x ~ cos0) = 一 0 得 cosa | 2E 
因此 ， SIP, WE ABBSCE — FAAR EKAk e= fu2PB ve 


与 丑角 的 关系 如 图 1 Sn. EYYAM A: =h a-are cos, S patet 


稳定 平衡 位 置 ， 而 e= are ccs JL ntm. WHERE ERAS) 


$45. i£ tdeki Wr. SIBPEQIONE, NILEEHPHEGIBS S. 
KB EE. MTER, GROS Ak E a) 
Nh. 选 间 图 1 OARRA MAHE db A NR 


breco TP, 


E MES 1.10 


e. 


y= v/r: —1. cosa— isina 
B ESSA PRO 
:12- 


ya ™ v r —1 cosa + tsina 
AMERS ERMER tR ) 具有 ~- 个 自 出 度 ， YORGI S & 
TE: 
óy47 ( -y ri? sina- icost) da 
Gyp= (=y r°- sint-icost ) da 
HR RE T R 65 
—PÀy4—Q)0yp—0 
把 上 还 的 8ye。z38 的 天 达 式 代 入 即 得 
(Pr —i? sintt-H ccst ) -Q ( — yrii sintt--1 cosa) ) 4d2:0 
Ear xsv MEd EEE, AU 
(PHO) ri TI sind— ( Q—P ) 1cosd 0 
| QSP) 
(PHO) 
PIG FERE REN DBDE 
jp, AmE RENZ, 一 端 
ERA, WIEM FERREE 


Xe, WERAK ÉLTE) 


ub meL LLRA M 
R 2 C 0) AIRA 


i ! 
I — r g 
ye= Ca z Jin 


E] tgi - 


wo 
一 《4 2 ) Zr 


显然 ， HAM AHRR Wa XR. TE 
Syc = 二 一 全 da- (a= =t) + 


m—r- miarr3 r 


PEE inl one nd ER: n 


ELE SE GS 


1 2 25: | | 
Póy,—0 Ho dy— -——— L —2u t-La|samo 
y yr Dp år? mq" 9 


Wa XAR. MdA Eo NUT 


i. =[4 9g? -a |=0 
i ia ds 04 tn 


DET acr CERE IRUERSE THERE. 


* + 


TE — 4p —289'4 » a =0 
2 本 2 
B [== - 1 一 得 证 。 


例 了 7。 半径 为 R 中 心 在 口 点 的 冉 定 光 
洲 半 园 栈 内 ， 放 进 两 个 半径 同 为 ?重量 分 
DUX P, EP ÉR, RO, R00: BRE 
水 平 所 成 的 角 侍 。 

解 ， 选 如 图 1,12 ARARA 3H 
4O TIS AP BAI 

yo, CR—rOsin lat) - CR 
—r) (sina cos P cosa * sin P ) 


(1) 1,12 


O BARAN 
yo; (C R—r ) sin? (2) 
r 


— Fi + 4, 
又 由 图 未 再 得 sin 9 R-—r 
Lv (R-r) -rr QVZRi—2Rr 


cos 2 Rer ~ Rer 
x oo E e _2rw R AR (3) 
J — sina—2sin —5-cos 27 (R=)? 
7 R'—2Rr—r' 
cos d 7 C08 7$ sin -5 =- CRAS Aa (4) 


jg 3238, CORRINA C y 
Pai T -(n—R, os 4-5 DIE r^ - sin P) 


R 
因此 oo 一 (一 27VR RH sin 4.5 RR r^ cos Jae (5) 
0y0, = ( R—r) ton (6) 
显然 ， 此 系统 〔 视 两 个 小 球 为 一 个 系统 ) Rd —4-HIBE, OE S XIII X AS 
由 虚 功 原理 得 

P dyo, +P,dyo, —0 (7) 

jg C652 式 与 (6) 式 同时 代入 (7) 2518 
m RT EL r — +P, (Rr) ) cos PeP, Pr RITER, sin plog =o 


2 n? 
|»: . Re amorosa cose 一 p 


有 = RR’ y Pat (Ror) 
i te? 2rv Ri—2Rr ta, * 2r R*—2Rr 

618. TABARRE éE s — HI IR E EE Bolus, KERRE A PI. oU fe 
Fj’ 小 的 半球 之 重量 与 米 径 分 别 为 P Ara, ji TL. AQ, R 38 eot FE E 


+i- 


rv R^—Rr sinp =o 
及 一 上 


平衡 位 置 ， 即 求 二 半球 的 底 与 水 平 记 成 之 前 争 ;， 钻 :及 类 与 水 平 之 角 中 《半径 为 ? 榴 4 
球 重 心 到 球 心 之 距离 为 $r). 
解 ， 选 如 男 1.13 所 示 的 坐标 系 ， 则 由 轿 示 可 得 ， 大 球 0, 的 质心 C; 的 纵 坐 标 为 


iE1,.12 


Yei 一 六 pner 1 
小 球 口 , 的 质心 Cy 的 纵 坐 杞 为 
ye: —ri— rows 
EW-EOE E T 
yacri—risin?, 
B à BS d A 
ya=r: rin. 
WE ABIIT o0 Cs B) 2 AE BR D | 
yen =- YATIR 一 4- Crier, sin P, tr.—r, sin? ) 


TE, VOGRBERCH IPAE HE, WEP PIA) X SUR. BE 


Üye =$ r sin. ^h dn 


yrz =e : ,; sinf.: JF, 
Oya m C ricos PLP —raco PaP: ) 
ri E GS 
— P 0ye — P;0y,;—(Q0y,, 0 
Hióy... Oyrar dy: IE ASIA, LEAT 


(- Pirisin9i ——- ricos, åp, tC P.r.sinf,— 


——,-Qr,cor? 2 20,0 


= 15* 


HPP, 9.09) UES BrUIO Yu, Prete ERR DU 


Pr, ` sin9 ,—— Qr, * cog P; m5 


-3-P.r, * sin, — -Qe * £08 9 = 0 


-2 49 
于 是 ， l fg 中 | 二 3P, y tP; = 3P, 


mO an9= ln? ) rs Cising: )| 


例 》。 一 小 球 在 一 36 d 管内 ， 此 管 
成 一 长 轴 为 2a 的 帆 园 形状 ， 并 位 于 水 平 
HA. WIREMAN EI 引力 
和 距离 之 平方 成 反比 ， 其 中 一 焦点 吸引 为 
的 比例 系数 沪 k"， 田 一 为 ki1。 求 小 球 在 平 
S NER BRE Per Reni 

Nn LERRA AHi E W 
ArI X de. HERRES 


rtr, dg (1) 

RA r0 mðr (2) 
X E E S A 1G | 

Fr*p-FEr; * 0p, —0 (3) 


AnmgErEEB:s 为 有 心力 ， 即 


-k i kl 
F, = r“ | r d Er, = ri r, 
i r'fmr 
故 有 — 2r: 22r-—Zrór 
FPE (D) OCT 29 
k^ k* 
— ur up mm (4) 
把 【2 ) XAR CAO X 
Ki k ML 
a E yr 0 
由 半 f 为 广义 举 标 ， 所 以 87 为 任意 的 ， 故 有 
kk uo (5) 
i 
Ev 51) 式 与 451) 式 便 得 
ro- zak: | 20k _ 
kt ktk) 


510. -REYE ELZ SRRA AAT -EE ee iia 


. E. NL 


WE pL Eu oo UE PERO ARES ETEO 点 ，ABO 而 与 墙 垂直 于 地 面 。 证 阴平 衡 时 
必须 满足 : 


NEA FAET g v Ab mp" 
sing "a > Sinb LÀO 
i: IEÍREBI.15BDABUA AGE. WA 
ABR GC 的 级 坐标 为 


ye=Icosa 一 - 子 -cos8 


WA — 044,2 —Hinaóa + « sinfðg 


(1) 
u B 
Isina— Lesin 
TA icogadu zs Lcos Bo p 
Bp df= em ôa 
(2) 


图 1.15 


BA. BRR CIMA TIDS AD 
"EC METRERTSTERERES MER TI IET. 


Póy,—0 
即 0x0 (3) 
mg OL XS C2) AEEA C32 X8 

( —sing + l tgB * cosa ) Ida =:0 


由 子 6 为 广义 坐标 ， 所 以 2 为 任意 的 ， 故 有 
一 对 nr T 5^tgB * cosa — 0 
sinf sint. (A) 
cos cosa 


HT isina » Lsinf 故 有 有 | sinf = -sina 


E) "EET. 


BEEN ( 5) 
2 
| cosp= Vi 一 (二 ) sin 
jg 650 RA CAD X 
o Wint . |... Zine —— 
v/L:—j'sin^a v 1—sin'a 
或 者 1? Ci-sin?a ) 24 C L^ —Vsin'a) 
CABE 
于 是 sina | Áo 7 (6) 
把 C69 3A Coo s rdi 


iT" 


sind? VAL | 
L 3 
故 得 证 。 
例 11、 重 汶 P 的 福子 A8， 以 两 根 平 
行 的 绳子 CA 及 DB 挂 起 ， 今 特 视 子 移 诗 
Sra A'B'3t91-- 23 879 M dr 73 d). t 
之 维持 此 位 置 。 如 CA=AB=Dh=1， 
有 求 棍子 转动 的 角度 中 。 
解 ， 选 如 加 1.16 所 示 的 坐标 系 ， 那 和 
棍子 A8 的 质心 G' 的 级 坐标 为 
yc =1cosn 


SIEHE AG'A'FA SER ISP C 因为 


A/G'—EG- 4) 


A'E— i T LI 1 ki 
K A'F-—2 5 sin, Isin, 
X ÆrACFA 中 ATF =lsins C2» 
把 ( IOAXRACLOXS se C$) 
Eli yaf = kose = Icon t 
TR dy =- tsin tee (42 


BR, ZASA AARRE, NOE OUI SCA. 
E dd 24 S£ ERR 
Pyae + M# = $ ( 5 ) 
3 6C 4 ) 式 代入 《 5 ) 式 得 
( -i pisin £M) 99 一 1 


HF eg aA, Da P HERR, 


TUB 
TONERE 
zł lsin > TM=0 
4 P iM 
B2 18 sing — 


H12., ERr AHP RE D 
yp KERLAZ BELLE. TEARS 
Higit B] i—i (C 2a tQ W TE 
ERS PA Rise SM HELI p TE RAT 
Bo f HERD e toV REZ o 图 1.17 

B: ALITEGEMEA ELONI Eg 5i FE ABI UD CERA ERA DL 


*18-* 


Ya = Cb t r)cos $ 
Voc-üacos a 

KA 4yy— — Ot osintd$ 
yc -mwina da 


HAERES: 
; LIPS vb -r 
| sin( PHa) bilo! cos( P + a) mn b. 
RI sin T *cosm teos P *sina =I; (C15 
tot: 9*cosa —gain f*sino = vtr) =r (2 j 
br 
将 ( 1 ) 式 条 fin9 与 (2 0 30Ecos SRL 
cosa ET UU et 
于 是 —sin ada = ( — cor ® A Tein ouv ( 3 2 


btr bTr 
BH AB EHIRRORSCITSUE—TRU, HABUISSE — T HE, qox v 
APBEBUICXCBM Es. A, HUBIDESNSD 


Py: t Qiy, — 0 
pjt —P(b--r)ain*T -Onasin a da= 0 (4) 
i C3 ) MEA CA 0S 
Pb r)sin pa P FO cos? CUT sinap = 0 
m bir |- [Plb Fr) Qav tr) —r ]sin* trOo cos P JAP = 0 
HF 9p X Ag. 人 SCR 
zii JUESAE + Oa (B+?) 一; ud di * sin P +rOacosP = 0 
| Vb T 2r) Ptr)’ . ^ 
即 得 。 etg = ; 十 Dar (553 
EHC X gina 5 C 2 ) 3h3Ecos a maB 
T v Gr) or 
cos F —yi a 十 p cog c 
. , rr (br 
于 是 -sinp ep = C cogn 一 hr sina ða 《8 ) 
把 ( 6 ) 式 代入 ( 4 A 
Ptlh+r) pi eos - PED 7 -sina]d« — Qusin adac) 
即 [Pr cosu- (Pv (btr) — r? 3 Qaysinalón — 0 


由 于 a 为 广义 坐标 ， 所 以 59 为 任意 的 ， 故 有 
-19° 


ia i nE E 


Prcosa — (Py (btr) —!r^ Oa ing 0 


r Pr 


Dj13. PHHUSOJEWTABEBC, Hh- EEC- ( AB=}BC==21 )， 二 
ITE SE E—GEUR e —00*fü. A REL DEZ METAL, REACH SokEERBERE 
Tf Ee, 

解 ， 选 如 图 1, 18 所 未 的 党 标 系 ， 那 么 册 半 4B 段 的 质心 的 纵 举 标 慷 

yp Isin( P-a) 
I FFBC BEI Lo P) A b AN 


E 1.18 


yr, = 2Isina-t- Zlsin( P —&) 
于 是 yp = —icosi P —a) ga 
J3yp,—2icosd ða --2Icos( P-a) da 
BR, HIÜTABCHAE—^A4- HAE, HE)" XAR. BE ABC THRDLISFERTR AR 
Xet, WA  PQ—216, P; 三 41p， 于 是 由 虚 功 原理 得 
P dyp, P,0yp — 0 
即 21g —1cosC 9 —a)ed] -41p[21c0sa å a—Zicos( P —a ) aaj] 一 0 
或 [4costt - 5cos( P —4) ] 217 p8a— 0 
HTa XB. HAt EA, ERTI 


4 cos — 5 cost P —a)= 0 


Bp 4 cost — D cos P*cost —5sin P*sina- 0 
TE ( 4 —5cos P )cosa—5sin F sind | 
4 —5cos'P 


即 得 I= mn? 


+20» 


出 于 中 二 60” Wi a= > 


例 14， 绕 过 消 轮 记 和 F 的 强 子 ABE 的 一 端 挂 一 重 物 9， 屯 强 是 用 米 关闭 一 门 48BCD。 
-EET HHJ PERENE- SK, ETANSARE A. 时 处 于 平衡 。 求 了 与 @ 间 
HRR. 

ER dRPIABCD. HiGETIP. Hic ARF 以 及 生物 @ 锅 为 < TE 显然 ， T 


4—^ BEBE, WES" SABES. HERA 
AE = 2 sin; 
UH &CAE) = ü cos da 
于 是 ， 当 & 角 有 一 个 虚 角 位 穆 a 时 ， 邢 么 由 壕 功 原理 得 


^ Pasa OCAB) 0 


印 Pada - Qa cos z a= 0 
a (P— ~Q cog; Jada 0 
由 于 aH, LER 人 oa 
下 一 Q cos; — 0 . 
i P—Qcor, 


例 15， 求 图 示 还 样机 上 VADE kr hf PT EFE IX 

一 把 手 的 长 ，h 为 螺 距 。 

B BERTIE CP ) 作用 下 ， —' 那么 压榨 机 在 铅 直方 向 上 也 
产生 了 从 位 移 ， 卫 是 


à — 4$ 
?X — k 


Rf. RSEN. BOXEO xg. SE, psg mtt 
p.213 e -oise 0 


2n 8. - 
BE (P —- geza e 0 


HT FA Sia, MPITTER TE 
P 2 -Qdi- 0 


故 得 0=4xP È 


例 16。 弥 匀 杆 子 AC 及 BC 因 结 成 直角 于 C 点 ， 而 构成 不 宰 形 之 系统 ， 此 系统 EER 
MAARE RERA r KERELE TA. REA ACAS AER 
HAE Ha), AC=2a CB-19, 

性 ， 选 如 图 1.21 所 示 约 坐标 各 ， 那 么 曲 杆 AC 眉 质心 的 纵 举 标 为 yF 一 FI BC ELE: 


图 1,21 
D ERI ARTI ys EG 。 由 图 下 可 得 
— —— — Ba- 
EN = EC — NC -—b-r 
KN = EN :tgü —(b —r)tga 
E A OK =p 一 KN =p—(b—r}tga 
n ye = EG = OK cosa — [r - 4p —rMgalcosa —reosa + Cb —r)sintt 


于 是 Jyg- —rsinad& —- (b —r)cosada 


X FM- MC - EC —r-a 


S kima 


pd =r 一 "MHr-(r-a)tga 


所 以 HI 一 OH sind —[r —(r—aMgelsing 


üx YE =F] = FH +HI cat irc e —-a)tgaigind 
TR 3 tr 一 TA) sint s 4 cosa da — (r— | eine ?sina cos? ain? ?ma | 
YF" "cos?a r Cos "8 cos? 
pa 2 rar 
—r cost a — Cr sina cos. TS gin 从 一 1 ) 3 


—rcosd ğa — (Cr — asina da 
BR, JVOXSERROE—REBDHE, Wah HRR X Mb. i REACH: Meer S12 
HERY, MAACHER, =2ap; BC 段 的 重量 及 =2bp 
Fh HE 3 5 884 | 

wB fyr- P,ðygr= 0 
把 P:、P; 与 5yF、3yE 的 宕 式 代 入 上 式 得 

Zap Lrcosadd -- Cr a)sinadit) +2ba | —rsinade — (b —r)coseda] — à. 
Ep {olrcos@— (r —a)sina] -+b — rsina — (b—r)cosa]}2pða= 0 
或 Í:Ca-Fb)r—b?1cosa — [ Cka--b)r —a^ ]5ind] 2pfa — 0 
ErPaI" X Abg, BrUGeAMEAEU], CH 

[Ca boe b* ]cost — LC a tbra Isina-— 0 

(at b) r-b* 


EI tgo = abra 
E PRE. mio AEAT, 此 强 绕 过 位 于 钢 阐 上 最 高 点 且 的 小 浴 轮 后 ， 其 另 一 … 


晤 一 重 9 的 重 物 ， 求 平衡 时 之 中 一 4AO3。 
解 ， 选 如 图 示 的 坐标 系 ， 并 设 强 子 的 总 长 为 上 ， 那 妈 重 物 Q REPII Ag 49 


为 


yo=r™( L— 2r sin 2 — AP ) 


yp- rcosfP — ÁP 
Hy i5 APPS, Di 
dyp rs trzos i d tag — fe 


dyp= —rsin På F 

Ek, NORARBOH— IARE, UT 

Mies" LER. TE HEURE 
— Pyr —Qfyo= 0 


1 
El —Prsin P9 F -rQ: 2rcosi . 497 = f 
* 29.5 


或 者 ( -2Psin $1 Qoreos d ò P = 0 
H3 eI X4. BrASSOARAEXRBU. dH E 


-2Psinf-Q = 0 


{ 9 


cos y = 0 | 
Hr 1 Q= 2Psin F. — (p 2arcsin $z 
一 下 《不 侣 题 意 ) 


WIS. ET AEM A SREZ RATEI OR XR 
MEENEEM b. fEi2o,5 2a ， 其 重 为 局 SP AYAN kE 


fga, Eja. 2 BRR, (y 
BE. WE, 23BpoN BU AERE. MAMES GOC 与 C 的 级 坐标 分 别 为 
Yea sint, 


ycv77üssinds 
TE Nn =g costa, 
y C= ALCOR 00; s 


沙 说 地 面 的 宽度 为 了 《 常数 ) 那么 由 约 


束 条 诈 得 
2 iosa 4 2a:c080s =ł 
KA — 2a sing da — 2a:sinst 20; =I 
sina 
Rp aĝa, = 一 sina, 9190 


显然 ， 些 系统 具有 一 个 自由 度 ， 试 选 @i 六 

HER AREA. TE, HEYDE 
=P yg ~ Pidyc,— 0 

3 Bn P,n:cosa, 0a, --PoascosaÓ€; = 0 


COSA: 
~ sins )g, 28, = 0 


R t P1costi, 一 2， anto "a 
Hiep X AER, Ma APIS). BUE 

cosa ; e 

ts 


得 到 P， cos, 一 P.e sina; -a sin d — 0 


P, _ IBT, 
5] P; ^ tg&; 


3] 1.234 
B19, i521. EP EKSETERA ECT qe PTOL GPUGE, He Iq 
Ese E. WESH- Sg Am ef. RES KERA v AO 的 距 


Bi. 
解 ， 选 如 图 1,24 所 示 的 学 标 系 ， 烤 么 4B 拉 的 质心 C 的 纵 坐 标 为 


yc7lsin'? T OA sing 


24 * 


而 由 图 示 得 知 
OA = 2icos( 中 +a) 
ax yc7-lsin P + 2lcost P+ sine 
TE du c—ícos PI P — 2ÍsinassinC T tad P 
显然 ， 此 系统 具有 一 个 上 自由 度 ， 故 选 争 为 相应 的 广义 坐标 。 岂 由 虚 功 原理 得 
Pdyc= 0 
Bp lcos 9 P —21sinasin( P +EP = 0 
或 者 ^ [icosf? —2Isina(sin(P* cose -Fcos F *sina)]8 p z« 9 
HFPA LEi, SDHSeCUHPERM WE 
cos P —2sina*cosa* sin P —2sin G«cog (p = 0 
JRHÜ  cosẸP(1—2sin’a) —sin2a'*sin P = € 
或 者  — cosP-oos2a—sin P*sin2a— 0 
TAE cos T-T20)50 


故 得 920 
m 中 -— 一 22 
WO -OA ico Y 8) 2Ioga C7 — 9) enl 


KRAM, BUEHNDEIDRRRGURIL AURI RO. ERER, HERBAR, 
RA fe noe ACHSE ECTOERRER, FERAE., ORI, BIETARA E 
地 去 直接 利用 建功 原理 来 求 得 约束 力 与 摩擦 力 。 其 基 术 方法 是 ， 

C10 利用 约束 公 再， 去 摊 约 束 代 之 为 约束 为。 此 有 时， 批 约 束 力 也 视 为 主 新 力 ， 然 
后 利用 虚 功 原理 求 得 约束 力 。 

(2 ) 对 非 理 想 约束 ， 我 们 可 将 约束 力 分 解 为 鼻 家 。 山 面 的 约束 力 N ， 与 平行 于 
日 面 的 约束 力 入 ,， 然 后 把 Ny 也 当 作 主动 力 ( 邑 
REID, ， 进 而 利用 违 功 原理 求 得 摩擦 力 。 下 面 
举 5 个 例子 来 加 以 说 明 。 

例 20。 一 活动 梯 于 由 以 贸 链 C 及 链子 DE 连 
接 起 来 的 两 个 相同 部 份 所 组 成 。 当 一 个 人 站 在 
梯子 上 的 互 处 时 ， 求 链子 的 张力 T。 已 知 ，AC 一 … 
BC-—24 CH-x, AD=BE=0; ii TRER 
2P; 人 的 重量 为 @; LEABH <CB4 一 Ko 

K: ox TRIER ex GRISE 
力 T， 我 们 把 链子 的 约束 去 掉 ， 代 之 为 链子 的 张 
办 T。 只 不 过 ， 此 时 把 链子 的 张力 7 也 视 为 主动 
为 。 

车 选 如 图 1,.25 所 示 的 坐标 系 ， 则 由 图 示 可 得 活动 梯子 两 部 份 的 质心 纵 誉 标 海 

je 


yp-7tising 
SET ES E OE 
Xg-—2leosd-— acosd — (21 — a) cosa 
£T 13D ABI 
Xp — (2f-—a)cosa 
H RIS) ZA HE EROR 
y477 OL--x)5ing 
故 有 ày,-—leosüdéa, &xg 7 — (2L—à)sinada ` 
xp = (2i—a sina, © .Sy,—(21—5xD0cosada^ ` l l 
BA HRSIDE- MLB, DObe AME AER. TOR, UNRRA 
—2Pey,—Qoy,4— Téxg t Texg—0 — | | (7 


ET [—2Picosa—Q(21— x)c5sa HIT (21— m sina]eu0 » 
E 1—[2Pi-- Q (ix) icosa-- 2T (21 — asina] ea 0 | ^ 
HP aH, PA #9 ERR, SO MEN 
—[2Pid QGI—:2 cosa 1-2T(21— asina —0 
EF 1 
^ C -—— 
PAR 201, P ZAER AAN a HARENG RENT mn k " 
RPE, gb —BbETIuACSX—HMa4T1sLDccHAm)X RBRE CE 
Wi. 绳 与 水 平成 Y f. RARE 
E NTRIUNUNSERERR TREAT, BIA TA ARR, RZA 
APIS T. UR ， 此 时 把 张力 了 也 视 为 主动 力 。 
Tagli 298 nd: BER, 34 Heg RORA BEA 
y,—IsinB ` | 
y 
, > 


D S BIRAN 
* 28 * 


Xp BC— DBcosB 


yo DEsirB M 
由 于 在 AACH, WEER Eny 
T 2l 
BC = ina inethy " 
KUD CU EUIS SETS 
o 2 Oo dEL 
Ap re sinat} 
于 是 By, 一 1coap3 


dum 2L Kos CEDE EDS 


dy, - DicosPaf T9 », 
由 于 在 4CDB p, GUEZUERDS 
DB 2l = SinY-«s inCe- 8) E EN 
kinda sinc 8-12 


所 以 xp +7 dyp XARRA PD 
- ccs Ce E 88 bt, e PD m aC 


——X—————à OO 


a un . 
UK a. CNET EO. SUM Loc EIS s. infia i JERO SEG 
MED sinY*sin(a-- B) -— S qs crai agina i 
sinë sinl A+ Y) | 
BA BARISTAN TAPARSA UOI, Te opio 
—FSv,— Tgin?8y'; Toon Yip i ， 


WER irp 15 deb M 
TI (y m 
{FPiecs3 - "sinu | = X dd ab 


KO - ACA T 


nu |^ 
HTE Xj prue ép NL TAa LAE] t m 8 uH Vx 
A^ - "ES Ta? 
a LII 
FoeosB-- eT -seeriat É— y 10 i 
sina | " 
P p bojani 2 7 KD U.s = 0*9. BEES 
sintM*eos " 


B T7 dsseiB—v) MNT 
$122. —587 oer, te S BucHRETLTUESEE 
e Rey sedet, SU ARARNAR 38 0 A AK Xoy 角 ， 其 长 为 1 


XT OA ES To T AEN 
Bü YTRE REES IS FIOR 得 纺 予 的 张力 7 ， 我 们 把 绳子 DA BARA TC 


之 为 绳子 的 张力 了 。 只 不 过 ， 此 时 把 绳子 的 张力 工 也 宰 为 主 欧 四。 
车 选 图 1.27 所 示 的 坐标 系 ， 那 么 b zT Anc KG E MOS 
zQ—GF = AGsina p 
直通 给 条 件 可 得 
_ 了 2 "o .5 


—— = LEA ü 
B'E-EC'—B5D-—DC-— 2 


81.27 


mp 


E 144BDO' 5 rtAB' EO 中 有 
a——— AL—H—— c g 

tD = zr — 

O'DzOE =; 


于 是 FA -04A—0E-1—5 


FL w=GF= AGsing — € 
又 从 图 示 可 得 t^ 
v3 y "hk 
————— v8 Y. f1—9 . 
ina = AD TAE? «X 2 a) ( F) e Y 2(a t 221—217) e 
AD "a v $a 
2 
_ EFA (i72) a 
COSÜ 三 一 一 一 和 二 一 一 一 一 一 
AD v3 3a 
一 一 1 
v8 


2 
—sindóm-— ———464 
sinaóc 38 I 


显然 ， 臣 系统 具有 一 个 自由 度 ， 故 选 e WA AER. Ti BEII ET 


—Pd;,—T4i-—0 
把 上 述 的 dz, 5j oz RARA EREI 


v$ v/8 
—P- ; "acosata- tT G asina = 0 


B (一 二 rose 二 7 sina) Boda 0 
|BHBrTaÀX) Xs, BEL dc 为 任意 的 ， 疏 有 


P T. 
mer 一 ri —— 
3 cos Ty sina =Ù 


2 cosa 
» T ^3 : sind . 
2i—a 
SP. v 88 
Vilat F21—2U 
v 38 
v 9 (21—a) 
va Fa 21 


Il 


P, 
hi 


323, B-RAmuEmEMATI, GEESGHEHAN SEC, CEXT 
-AKTE RBUR-EX[ZAUD, JS HERUEACEULRIS SUR E, (UU 


xm dm. RIBRAIGUUNJUSEEUCUO, RATING. 


解 ， 为 了 照样 能 利用 虚 功 床 理 求 得 绳子 的 张力 了 ,我 们 把 强 子 约束 去 掉 , 代 之 为 绳 了 


HEDT., REN, HERH T EAX 主动 力 。 
若 选 如 里 1,28 所 示 的 坐标 系 ， 那 么 4 点 的 RE 


. 标 为 


x 4,72 Is1n£ 

D RRA BIRA 
Yp = icosð 

故 有 — x,—icos820 
3y,— —isin040 


SUE, 
由 于 一 个 系统 处 于 平衡 状态 时 就 意味 A 组 成 该 


系统 的 每 一 个 物体 都 达到 平衡 。 因 此 我 们 对 ADF, 


3AUH de zh ap 8 1 
-4 Qöyp 2T cos30 ?edx = 0 


. 29+ 


pI 3 Qisin8ðð — ar- Y. 3 ics — Ü 


或 人 Gsiae 一 M $ Tcosf Y 1e — 0 
aT oy Xe, DEGO Wk UU 
» Osini x3 Tcosf =0 


Dte 

BO re 
" : ATO MT; 74, AP S 
MOERS P PERPE D R AAE RA rb. TI^ pasa A LEER ? 


HAT ra 


ARES :j8 2 I8 i" "e 


X AG 7 1sinÜ 
AES isinð 
项 有 AE= tsi 


BAB le S pein Bising 
FÆ  S=aAB= g3 v3 2 


zm «5. , Siento 


cs s.s Ü 
把 8y H 08 IRA EAIA 
cet pim re ‘a 1eog060 — 0 
3/3 Tecs t$9-20 


| ' = "IN "ro ea i "s Lr "S pea tz 
H8 5, mou m "T 80 JS aal. Yao fs 证 


ALT 0-078 CTecsbB— 0 
(O16 
gj r= 257 


- we 


pig, iR 2. E PIN SY 

guo RED "mu 
全 地 投了。 A PUERRO 0.2, B ist 
PRAEG GERTE ESCAS 
点 ， 求 太子 平谷 的 时 候 ， 它 与 坟 所 成 的 其 
He, 

[s -— 29 Bi X EG SER. ib ZA 
LU-C IN 

| xQ72asing, y,-7 0 

如 点 的 坐标 为 


xg 0 y y,à7-2ücos8 


ur 
AARE l a. 


Ns 


PELO S 


EEL 


TT QUID. 
BA DAC 


Ex 


C FEN] A CO 


X.-— gint, Yam atosi S oo. 20,3 
BUB —"x,—2acosaóa MEE NL 
u y, ——25sinade 
Oy = —iitgaa 
显然 ， 此 系统 DUT— Nr iut ol a Siti su T BEARER 
— Piye HF .OPO—PF 4.0x4,7 0 
AU JES P A usi AME HB AURRA. 15 dx TH Öya Ukay: iiit 1t 
可 得 


(Pasinu— 2r pisina —2F costi) dte 9. o. | D 
ATARU us, BPA da HERR HR. cm t a 
l psina Fin IF oosa 0 i ax EN 0 B l E 
KRPS E GaCHETHL ton | 
JA Pr 
"NA FQ,-P 00.0 EOCibest ULAS.b sas X5 qu) 
N= F, | os G4 
M Na. NEP UIS AJAT D ARIKO, Ba 5j dg NUR RA 42 点 AÈ 
S I IPM M. PnC 2 Jat, C3 YAT 4 ) 式 便 得 ES "o0 
a A s n RE (5) 
Na= -PaP BE: MEM ( 6) 
T li 和 
把 ( 2 ) 式 、( 5 ) 式 、《 6 ) 式 同时 代入 《 1 ) 式 得 aD 
2 sinu 2 a 
wer eR D 
E ' Sin«—H ,u,sind — 2H cosa =Ù s 
ld, — 000550 8s (uas un, P us v 37 s 
由 于 Het A CL—4 sina 2,0080 i 
BÉ tgu= Er X SEEMS 人 mote 
人 站 a | Q7 ug M. 
ju, 0d, po 二 0.5 hi, a=45°, RT uk. vrTuon, Es 


E < 


ROESHBBORIUADE o US cep o at vain. kasd 57 


T, BHERBBTGESCTOSMDRZI ooo 4X 

Jib NRRBÉSBENJGERTEOBMORNUENUE UUU SYRIEN 
其 约束 力 。 (* rk: . 21h 
1。 质 点 在 曲面 上 的 平衡 | z 

gs Ed b, HOERA EE | 


*- 


«dl 


f(x, y, 22—0 
(1,13) 


即 好 = $- d ta oy a 9f dz 一 0 


其 媚 位 称 次 dr=ðxitðyjtðzk 
则 由 建功 原理 得 其 平衡 条 什 
Xóx-FY0y-FZdz-0 F 
(1,18) - 

ERP ôx òy 以 及 加 必须 满嘴 方程 (1.14 ) zh. BI 
个 虚 位 移 中 只 有 两 个 是 彼此 独立 的 《不妨 候 设 Ox 与 罗 为 任意 的 ) 。 现 在 的 问题 是 如 何 ” 
KK, 1,140 与 41,15 0 式 而 求 得 质点 的 平衡 位 置 。 

将 (1.14 ) 式 乘 上 不 定 乘 子 4 ， 而 后 与 4 1.15 ) 式 相 加 得 


N 
(1,14) > 
车 作用 在 质点 上 的 主动 力 为 。。F=XiYj+zk / 4.7 


(cra Jenna f yer (z:i- 3D): =0 (1,16) 
适当 选取 4 fH, DET 
Z42-5l. 可 - (1,37) - 


TE, JEA (1,16) HEX 
(x44! S yer (vf Py» 0 

由 于 dx, ôy RANA C 前 面 - óx, Óy 为 任意 的 》， 故 有 
x+4-5 六 = | (1,18) - 


本 ( 1,19 ) 
Oy 


联 立 方程 式 《1,13)、(1.17) 、(C1,18) 以 及 《1.197》， 可 以 解 得 不 定 乘 子 4 和 质点 


的 平衡 位 置 x、 Ys Žo 
狐 在 ， 进 一 步 讨论 不 定 乘 子 4 的 物理 意 义 ， 将 平衡 方程 (tl,18)、(1,19) 太 


《1.17 ) ZEE Ed, b k mque | 
xiiYjezia Lie i k je 
或 者 o Bliyj-0 
3:13 5E 4E 
F-4N-6 
相 比 较 便 得 Navi 
UON 是 曲面 上 法 向 的 约束 力 ， 因 此 得 
+ 32 * 


(1,20 X 


N N 


^U 7 7x: ar aT (1,21) 
O RLY Y «Con 
REE, PEIOR ERPA RGAN NAE ARE 
811. EA PEYRA RERAN a HAE AERAR FA RE 
(Pm. mum ma, bor An ERES. dt EDESRSCS 


| 


图 1.31 
解 ， 丙 虚 功 原理 得 物体 的 平 街 条 件 为 
(Qcosd — Feos) xt CQsint — Fsina— Py 0 
HIRIEN 
f=y—xtgu=0 
对 上 述 方 程 取 等 财宝 分 得 Üy—tgadx—0 
FERREA 并 与 平衡 方程 相 加 便 得 
LCQcostt — Fcosa) — Masa 1d z-F (Qsina— Fsina—- PHA )dy =ù 
TE, 得 到 平衡 方程 组 
Ocosa— Feosa—itea= 0 | ` ( 1) 
| Qsina— Fsir.a— Pd 2 —0 o = .(2) 
BOiosm | o 
ÀAzP-c(CB—Q)sina 20i d 3| (3) 
将 53) 式 代 入 51 AB | s 
! |». (Q—F?cost CLP T CF — Qísira tra=9 
TgJT LAEE 
F-—0—Psina v E | C 4 ) 
Up SL e, 8 =] 6m | 
VC) HS) = tae = secü a 75 


于 是 由 《1.21) R 


x-AV (SLY HZY Ly +4- or) —[P-FG—Q)sIna ]seca ( 5) 
WARA SRR 


N = Pi l— ain a)* 


— Pud C6) 
coga 

KARIA  F=aN C72 
把 (4 ) 式 与 (6 ) 式 同时 代入 (7 ) 式 便 得 


— Q-Psinu 
p = 
Pcosa 


Bl. TERAMAN 部 AMB 
E WAZA, BAARID 引力 的 值 
KERRE, MENASA k, 邵 半 
国之 半径 为 + ， 求 平衡 位 置 。 

Wa KAAMEA RRASA AES 
AX BRE 57 P, 

E ep 

Fr=—ktr}tx) 


Fa = ky 
F,.—kir—x) 
Fay = ky 
而 约束 方程 为 
了 一 和 十 人 一 天 一 0 (1) 
对 上 式 取 等 时 变 分 得 
0f —2x0x2yóy 一 0 (2) 
ER RJE 8 189 D CM TREES R7 
(Prt Fa 0x GT Fay dy 50 
[i —kxÓÜx—ky0y-—0 (3) 
(25036 EAR E CS 7 AMEN 
(A—k)xdxd- (4 —k)y0y 0 
了 于 是 得 到 人 
(À—k)y—0 
EYFEL AYOO RRRA =k, Woo y 为 任意 的 。 于 是 ， 约 束 力 为 
/ Of. 2 Of V a TAE Vil 一 
N=} (Be) Har) kilat y?) —2kr 
B. MjEUIEBEEJI 2kr, 而 质点 在 半 园 上 任意 点 都 能 平衡。 
2。 威 点 在 曲线 上 的 平 壮 
设 质点 对 约束 在 曲线 上 《〔 可 视 为 两 个 曲 而 的 交 线 ) ， 其 约束 方程 为 
TIE 


fi y ys22 770 


fa xy yaz) =Ù 
a df, = -过 0x4. ri dy t Hı i da 0 


| df= Ae da - 从 Ó yt Of dz—D0 


( 1,22) 
Zi E TE BL EE) 8302129 
. F=Xi+Yj+zk 
Xm ius o 
dr mOxit0y]--2zk 
划 竺 更 功 原 理 得 其 平衡 条 件 为 
Xóx-Y6y--Zóz—0 (1,23) 
上 式 中 x 与 6y 以 及 避 必 须 满足 方程 C1.22 )， 因 而 三 个 虚 位 移 中 ， 只 有 一 个 是 独立 
ge THEE $2 为 侍 意 的 》。 我 们 现在 的 问题 是 如 何 联 立 《122 ) 与 《1.23) 式 m 求 
考 质 点 的 平衡 位 置 。 
将 (1.22 7) RAIRE A 与 1， 然后 与 【1,28 0 式 相 加 便 得 


(x+ a -ba ere v x; T um ii 
(54.72 -H -十 4 P 
我 们 可 以 适当 选择 4， 51, 使 得 | D 
X4 2, Sha e | (0 (1,24 
Y42- ES 十 S. -9 | —OCL28) 
向 于 我 们 前 而 事先 人 sz 六 任意 的 《 即 独立 的 ) ， "7 
Z--2, 25. 4a, Sh- =0 2 


Ex. C1, ,RE SRNEC. i5) RAARO, EMRE 与 25 以 及 质 上 

obe QUA NET ys Žo 
为 了 进一步 讨论 1， 与 1; 的 物理 意义 ， 我 和风 方程 cd TEN (125) & um 
(1,260 ARE i j k mH | E 
Ft Yt: vl: =0 (7 


与 平衡 条 性 ETN, +N, =0 ] " 
Ni =A: Vf, N: =A- Vf: (1,27) 


EAH NN 与 NA 8 eR ER E híx Yz) = 0 与 曲面 ELES ys) 一 .0 BATES EJ]. 于 - 
是 "Y s 


«pb 


N 


VEE N E 
r 


区 


3， 质 点 给 的 平衡 
设 质点 组 由 NN 个 岳 点 所 组 或 ， 受 im 个 的 来 ， 其 约束 方程 为 
A PE Ed Cs=1, 2, tee (m) CKk=]l, 2, "s NJ 
于 是 
= dxk 十 = x p ET- 2f, ^ -en)e o Cei, 2, peere ; m) 
( 1,28 ) 
著作 用 在 第 上 个 质点 二 的 主动 力 为 
F= XE Y i) Zak 
T] d hr 352 
Cp =0xpi tóy, j tHäzk 
HED 7 3 S AER TARRA 


VO OG 十 YN ZA —0 | ( 1,29 ) 
ġa 
E53 ox dy ór 必须 满足 方 径 (1.28) ,因而 3N 个 上 位移 中 只 有 GN—m) 个 是 独立 的 。 
将 《1.28 ) eU AE E 二， 然后 与 人 1.29 ) RAM 


xf vL HEA o Jon (+E E jat 


(zu 十 Y e )e |= 


我 们 可 以 适当 地 选择 moa, [f$ Room AUTOR CENOME E 前 的 系数 为 零 。 wW 
(3N— m ) 个 彼此 独立 的 虚 位 移 前 的 系数 也 当然 为 夫 。 填 是， 得 到 3N 个 方程 的 方程 组 


of 
ENS xk 


i| 


m1 Öf a (k=l, 2, 3, =e N) (1.30) 
Y À,- Lu » 了 
P Oyk 


- 0/5 .. 
Z& » 4 o -—0 


pu | 


* 36 ' 


联 立 约 灾 方程 与 (1.30 ) FRE, CEPI PM Fes Zas Ås Ik &CAN-EmO AR 知 TE. 
10 9l dio HR HR GER T ARRATE. BFA Na 可 直 如 下 式 了 求 得 


02 N= LAM (k=l; 2, 3, c (4 N) 
Am VAT 上 j+- dn 

从 二 述 处 更 方法 的 寺 各 中 可 看 出 ， 拉 格 遍 日 不 定 习 子 法 在 开 沦 上 是 有 很 大 价值 的 。 
可 是 ， 在 实 几 中 ， 遇 到 那些 质点 数目 与 芍 束 煞 日 较 多 的 情况 时 ， 解 这 些 代数 方程 组 将 会 
感到 很 火 的 麻烦 。 | : 


p. E LERA PHENRE—TNR 


H- RN EUREHBER, 2m 个 稳定 理想 的 约束 ， 其 药 束 方程 为 

ETT FR’ Z) = 0 《3 一 1， 2， dy ttn m) 
TE. TARRAA C3N—m) =a, AMARRE xpo yas zà 可 表示 为 这 
n^ x95 Fo das dap "t7 Ga tM 

[ x& xis Gas "Us dq.) 

y5 Yl dis is "Ys Ga) (k=l, 2y noa N) 

| SZASZ Gi» cU de) | 

因此 


à 
y= D -ba (pm1,2,8,7, ND 


d 
六 
i RMH k Ue 即 得 
È [£(. 2 Staya DA Ze SE ) jaam 


fe 1 AT 1 
a aT 


w 
A. = S: Oy Q9. - " 
* QI È (x, 99 on qa TY Ba] a 5*6. Og; (1m1,2,3, 8) C 1,31 F 


并 称 @ 为 关于 广义 坐标 入 的 广义 力 。 于 是 ， 工 述 的 虚 功 在 理 叉 可 表示 为 
Qog = 0 | (1,32 ) 


HT wA! XS, WA aa 是 彼此 独立 的 。 Pt, QU 
Q0 (í21,2,3,-,n) ( 1,33 ) 
从 而 在 广义 举 标 系 中 串 功 原理 可 以 形 述 为 :具有 稳定 理想 约 东 的 质 氮 组 其 平衡 的 必要 县 
36A ESAZRTEINPUHBU XT. | 
in (EH EE: EUH EESX8JIHOS39, BJ 


=— V. = V 29V js 
^s t Y4 Oy, ' s Oz, (k=l, 2, i, N) 
那么 虚 功 原理 可 表示 为 
E BY Oy 
-F (起 3xk 十 一 551 一 一 个 十 62, 52a )=0 
Bp dV=0 (1,34) 


上 式 吉明 ， 保 守 的 质点 组 ， 其 平衡 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 势能 的 变 分 颖 于 零 。 由 于 保守 
组 的 广义 力 可 表 为 


OV | Ox Oye êz \__ 3Y 
o--E (a E Cd A «On ur 5 "57 eq, 
Fr UL C1,83 ) 式 又 可 表示 为 
rd (1—1,2,9, 0) (1,85) 
! r 
因此 ， 在 广义 点 标 系 中 ， 具 有 稳定 理想 约束 的 保守 质点 组 ， 其 平衡 的 必要 且 充 分 的 条 件 - 


是 势能 具有 极 值 ， | | 
我 们 知道 ， 质 点 组 在 平衡 位 置 上 处 于 平衡 状态 有 三 种 情况 ， 
( 1 ) 稳定 平衡 势能 V 在 平衡 位 置 上 取 极 小 从 ， 
(i ) 不 稳定 平衡 :势能 Y 在 平衡 位 置 上 到 极 大 值 ， 
(ili) EFA: WAYARE. 
因此 (1.35 ) 式 只 能 确定 质点 组 的 平衡 位 置 ， 而 无 法 确定 其 平衡 状态 的 具体 情况 。 稳 吓 
与 否 还 依赖 于 极 值 的 性 质 。 下 而 我 们 举 两 个 例子 来 加 以 说 明 ， 
BI] 一 国定 园 柱 体 半径 为 r ， 其 辅 为 水 于， 在 其 上 放置 男 一 淮 色 为 r, 的 均 介 园 柱 
体 ， 其 轴 亦 为 水 平 ， 且 与 第 一 园 柱 体 的 轴 垂 直 ， 问 此 系统 为 何 种 平 淆 ， 随 遇 、 和 稳定 或 不 


稳定 ? 
解 ， 设 开始 8 A 与 重合 ( 即 训 =0 )， 由 于 是 粗糙 接触 ， 所 以 当 如 从 8 一 0 到 0 一 乡 - 


«dà * 


时 ， di Lim r p Bog S. HA 
DH -DÀ-—:;0 
若 选 固定 网 柱 中 心 0 UR EBEE ELA UR 


FR Fi 加 柱 质 量 为 m tj, 那么 半径 六 Fi bá 
柱 的 的 势能 为 


V=mg*CF 
df E] 1,34 所 示 可 得 
CF= CP+ PF= CP+ EG 
EC 一 DB 
页 六 圆柱 的 势能 又 可 表示 为 
V =mg "(CP + EG) 
-mgLEC*sin + (r, +r) cos 的 图 1.34 


— mgl DB sin 0+ (Cr, +r)cost] 
—mg(rB sinf + iri Tr) cost] 
| dA ERARA- TEHE, Wio A X4. TE 


一 mgrr sin d--r 8 cos £— Cr, -r)sin 0]** mglr 8 cos 8 —7, sin 的 


SY mar cos £—rÓ sin Ü—r,cos 1 mgl. (r~r: )cos O—rO sin 0) 


Bue eo 得 6 一 0 为 系统 的 平衡 位 置 ， 因 此 ， 当 : 


le 0-0, ri rj, A 0 -一 mg 一 ri)>0 此 时 7 一 mg: 十 7 为 极 小 
$ ERY r HARE g= 处 为 稳定 平衡 。 
OV 二 mgr 一 fi) X0 此 时 一 mg 人 ri 十 为 极 大 


2 
ji, 8-0, riri, A =o, 08 


fü, RPA r Ud Ea 0-0 Ab ACNISOEY B. 


2 F rea T TU 
iii. ó—0, r; =r 时 ， Dim Sat o mg(r— rin 此 时 y2mat2n AT I 


jd, BEBA r BAE 0-0 AVE ROREISARET A. 

H2 ”一 个 半径 为 6 的 实心 均 质 的 半球 静止 放 在 一 个 六 答 为 4 mobs] SAXERE T. 
它们 以 曲面 相 接 触 。 如 果 6 是 小 于 (3/5) bi, WIEP EA e EOE T. 

W: XZ4BO0Q-8, ZBOO'—-a, Z0'0Q- Z00'P-P 
FER I=, A. B. PES. BTORRO RS O ERREI, Fr ese 


8 一 0 到 9=9 时 ， 半球 0 与 六 球 冠 0 没有 相对 滑动 。 因此 ，AB 一 AP， 即 ag 一 bp 总 
PETE 


B m- - 4 cb ^ 
ac cB, VUA ts OatB CL ys 


8 


BE — Bev E 
PHA 0'0 的 水 平 而 为 势能 的 参考 面 并 设 O 半 球 的 质量 为 wm 时 ， 屠 么 半球 0 的 势能 


3 . 
V —mgh 


| —mg(0Q — ÖC cos 8) 
= maf 00 cos B— 30 cns 0). 


一 mg| (Cat b) cas (s )Ó)- coso] l 
Hk, REKHA- EURE, Wte E Em TE 


gv n ( a ` 3 = | 
LL oo -- em b 7 一 -一 一 a 一 一 和 d 
99 nal asin 7 1-9 "8 sin 


QV | ` a Po 0 d 

irr vam ptem 
MP poa Fhe maL Lo EM EN 3 

[pus Ac 得 9-0 六 系统 的 平衡 位 从。 PIX, n10-0, ab 时 ， 


OF uM . Sa a ES EN ) 
Qo TE Blato) ( 5" ay 


此 时 V=me( ato) iMi. TG. IRO fE 0-0 4b CRUP RES LO) 的 平衡 为 


定 的 平衡 
"TUE 


81-4 sk BE E 385 20 JI E VL E TE 
iR BM CERE RESET 3E EI Hi 45 22] J3 889 —^- R33. FB E] p 98 AT ER — 1 P LIEJ XS 
BITE SH. PAHANE IE HE ELE 38 268023] JJ E 135387] $2. 
一 、 一 个 质点 的 达 朗 伯 原 理 


设 作用 在 非 当 出 质点 上 有 主动 力 和 约束 力 N， 那 么 由 牛顿 第 二 定律 得 
F+N=ma ( 1,36 ) 


图 1,36 


蔬 将 下 分 解 为 两 部 份 《 图 1.36 》: 一 部 份 基 使 质 扎 产生 加 速度 m, PEZRAER ERIS SI RA 
态 的 力 ， 称 为 有 效力 有效 ， 则 有 


Fgas-—ma 
别 一 部 份 对 改变 项 点 的 运动 状 窟 是 不 起 作用 的 力 ， 称 为 损失 力 E k WA 

Fus-F-—ma ( 1,37 ) 
61,360. C1,37 20 REM AIF 

ESsTN-0 ( 1,88 ) 
Eau AHUDTENGAR ES S 71318 —RERE DERE LERAAR TA. ECT ma) 


HEEJ Fe ENARE ORI, DEAE B ER RES HB a RA. de 用 
在 质点 上 鸭 主 动力 与 达 朗 伯 惯 性 力 ， 在 每 -一角 时 位 置 上 都 为 约束 力 所 平 衡 。 鲁 
下 十 (一 ma 十 全 一 0 ( 1,39 ) 

内 此 ， 如 果 下 进 了 假想 的 达 朗 伯 RE) MAREE JHR, 静 力 学 中 的 所 有 于 
和 你 方程 式 和 平衡 条 性 均 可 应 用 十 动力 学 同 题 ， 也 即 ， 达 妆 伯 原 理 提 供 了 一 种 用 静 力 学 的 
方法 写 出 物体 动力 学 方程 式 的 篇 单 明 了 的 手段 。 但 这 并 非 说 肯 ， 可 把 动力 学 归结 为 静 力 
学 的 问题 ， 

二 、 质 点 组 的 法 朗 伯 飞 理 

站 所 下 组 是 用 N 个 质点 所 组 成 ， 那 么 我 们 上 先 斌 究 第 于 个 质点 的 情况， 设 作 用 在 第 # 
个 质 上 上 上 的 所 有 主动 力 为 下:( 包括 外 力 和 内 力 ) ， 约 束 力 为 Nao HIENEN ag Jb 

: 41 * 


么 根据 方程 (1.39 ) 8 
FcTC-huapDcTN;s0 —(k—1,2,83,-, ND ( 1,40 5 
BT ER ATER AHRNE. ERTE T RADAR 作用 在 
EARNER- MACES JSE PEEN TERRAE LAARA. 
在 将 【1.40 0 RRR — Hp) k RAE 
EPt ECoaotENe -0 ( 1,41) 
BERE C 1,40 0 o Rim R Ere ARE k R ig 


Dex Pt E noua tins Na ( 1.42) 


im | 


(1,41) E ,1 e ok KARIM PIERRA EREIN., ABHRA 
Ji 58 £9 4 RES E SEI CRT. in BILE Z ES P DR BUR BERE X 31] EE— B 
心 的 力 并 之 Hom Pd. 


z. KHupnG RE GRBIBOES -HARRE 
mx sr eic m RODEO GRE, BEDRE 6 ZU TEROE ERN 
作用 在 质点 组 上 的 宝 动力 时 ， 则 了 


Y PEDI LE p) 0 
$= | [EN 


EPEUDCDHLDLISGEDUGIDNESETEDS Bh， 所 以 上 述 式 于 义 可 表示 为 
S (Fam Fa) t4 (1.43) 
kv | 


此 式 称 为 达 朗 伯 - ， 控 格 朗 日 方程 式 。 出 了 通过 它 可 以 推导 出 以 前 曾经 建立 过 的 到 力 祁 
的 所 有 革 本 定型 ， 因 此 (1.43 ) 式 也 称 为 动力 学 的 普 志 方 种 。 

ETT JUS ERI VIDA IEEE UE 

B SWANDBIUPAO. (p —áadrpuEHez EGEN. DI SB 
Em ERR RAO e. WeEcdA. Ry. 

i.d PEG E A b BI TY uper CHR EH AO 0E S8 02588, wH EN 
t1 je) mE E, ML, TES 可 得 : ATga E0881 7) 29 j = nN,— pPcosa; 
ERTE RI BERRIN fio PN, =A 0 cos 8B， 上 上 足 ， 对 整个 系统 应 用 达 朗 伯 床 理 得 


ri 
P sin w— H ar P cos a— OQ sin B— HQ cos B— -5. a=0 
E 
i > 十 rt 
HB P(Gina-7cos 22-7 QCGGiün B A cos 月 ) = PER * (i 
5 


a 427 


图 1,37 
故 得 。 a 二 PGina- cosa) —Q(sin B p cos B) 
P+O 


例 2 在 一 固定 滑轮 上 和 穿 一 旨 ， 强 前 一 端 砷 一 重 3 TRR, 5 —3d B 06 7 
的 滑轮 ， 在 这 个 滑轮 上 穿 一 绳子 ， 强 端 分 别 拌 证 TAR 2CPOLUURRNS, RES TA 
码 的 加 速度 ， 

idm E138 TIR, 由 于 滑轮 I 是 泡 生 的 ,绳子 又 是 不 可 伸缩 的 , 因此 请 轮 下 两 过 的 强 
TE HS, 并 记 为 7, 而 两 边 的 重 物 P。 A ET EE PEHE Nas s 同 理 , T 
轮 工 两 壹 的 绳子 的 张力 玖 相同 并 记 为 Ti 而 两 边 重 物 Pi, 与 PaA -tE ELCH az, 


8 


LLLE E 


t 
| rds 
P: 
P: &| 1,38 
对 各 个 牧 体 应 用 达 裔 个 原理 得 如 下 方程 组: 
'T,—P,— (a, +a) =0 C1) 
P,—T,— "3. (amas) 70 C22) 
Pa—Ts— -as =0 C3) 
` Ta — 2T, =Ù ( 4 ) 


将 { 1 7 式 与 4 2 ) 武 相 加 得 


P,—P,— D (a; T-a39 一 i. (g, —4]4)-20 


Bp (P, —P,)gm (P, --P,)a; — (P, — P )a; 
P,—P 
WU a= P FE (as te) 
把 ( 8 ) 式 代入 (2 ) 式 得 
=p, — P: | PP: —4 Ja Pi Pa na tg) 
T= P: g PP. (a; tg) aa] (P, --P,)g 
化 《3 ) 或 得 
T. an p.-— E a, (qas) 
M CS ) 式 与 ( 7 ) 式 同时 代入 ( 4 o sk fü 
Bi ipn.) æ 4P P: (as tg) 
É (8 aj (P, --P.g 
Bp (PEP, (Pig P0: ) 7 4P, Pas HAP Pag 
uas P,CP, P, )—4P, P; 
BH m p (P PLHP P, 
因此 ， 当 Pi == 1 千克 ，Ps = 2 千 光 ，P; 一 3 PER, a5 下- 


£3 EA. pP, 其 角 为 
a ， 此 尖 辟 的 一 面 合 在 光滑 墙 上 ， 
另 一 面 和 重 为 @ 的 光滑 楼 HER 
独 。 楼 柱 刀 可 治 一 国定 水 笠 面 无 麻 
毛 而 滑动 ， 求 尖 辟 及 棱柱 的 加 速度 
a 及 ai， 又 求 尖 臂 对 楼 柱 所 施 的 下 
JN. 

解 ， 如 图 1, 39 所 未， 对 各 物体 
应 用 达 朗 伯 原 理 得 ; 


P—N sina— T qm 


N cosa—— -a, 70 
gı =A tg«ít 运动 约 来 ) 
N,—MN cos a0 
N,—Qz-0 

把 5 3 o 式 代 入 《 3 ) 式 得 


( 6 ) 


CB ) 式 代入 ( 1 ) 式 得 


Fe |. | s 
un P-kQtg'a C? 2 


jg € 7 2X SAC B >》 式 即 得 


D —_————— —— -一 一 


 Pcos!a-- Osin’a 
Hi 试 从 系统 的 动力 学 的 普 吉 方程 ， 推 导出 系统 的 动 医 定理 和 角 动 景 定理 ， 
A: 由 丁 系 统 的 动力 党 的 兽 廊 方程 为 
N .. ec 2 
2 EGG 一 max xk t C a7 miyi)8yg T CZ ma 18)824120 (1) 
LE: 
Ci) REWER ERARI H, BEA Mcr Fel i A — A Fn] FR EE (ER. 
AIRES x m, WELAISEU 
xy =x; ôy =l; 024 —0 
BeAr T rRe e RRA. NCAJPERSXS C 1 >》 就 百 变 为 
N " 
2 (Xg mg xx, =0 (2; 
=, 
HTAA Eum ex. HAR, 8 C20 起 又 可 写 为 


NU 


[L Xa m T ) ax, =0 
Åna 

X HT s , 为 任意 的 ， 押 以 上 式 六 可 表示 为 
N E 
2,08 mk xg) 
R1 
N N ? 

即 HBRPTLONLITT. 
ku: k= E 

ri dO; 一 

或 p 2 X4 


Lax RAWE xi Rean BIO GC AEST ERER 8 ERTANI HE X 
rg E804 56H. RAE ERIBHR EM. 

Cin £pETRI AD, 3&IEBD B) S Fed To 过 TH —3480 90. ERIT 
Blog zen. WERA: 

dx= =y p, ypx Ps 02,70 
KEAEBPATSPRE Aati. PAREA C10 就 可 写 为 


W P P mr 
$O lang 和 YX =ù) 
ku 


= jh 


N 


或 2 [ mà YAXA — a Xy) V OY aj yX 4038 E 0 ( 3) 
"FEDES SeIpHE, 32550 gg 
M A -a 
» mgyk xg —maxg yactxa Ya—yaXp | $0 
=) 


XEF Ep HERH, KEELT XERUN 


N B " 
p (ME yg Xk— MEXR Yh ERYR yaX 20 
zu j 20 7 . 


N N | | 

| toT | 
4 m (XAYR yk np? GOXMY &— 9» 4X 4) ( 4 ? 
= =} 


N 
HT 六 
im 1 


MN 
L,- y CXR 
à"! 


TU CA) 式 可 表示 为 
dle m1, 
t Fa 
ARH RADADE 288 LEARE ETERRA LAERA 
HI MER. BAE RA a PR. | 
例 5 dc 88 EAXEBIA MERER EB Ar rn, fEEICESER — UR, MER 
HEHP REP, BEER, uihibéboS mtn, MHRS RETI. ONIS 
HWRE., MERIT AT, LRARRALFAH N, 


T, 


Ps 
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B APEB AIA R RAT Ar: 


P,—T.— -=-= (1 ) 
T,—P,-— PIED - ( 2 ) 
rod,—r,1,-Je-—0 E ` ( 3 ) 
N=T, +T, +0 T | ( 4) 
ag; "EF, | ( 5 ) 
aT. 2 | (6) 


( 由 于 绳子 与 滑轮 之 间 没 有 相对 滑动 ， EU C55 式 ， COO XS EE). AimCo»x 
IRA C10 xil 


P.—T.1— g er, --Ü 7 | (OY 
把 (5 ) 式 代入 《2 ) 式 得 | 
T,—P,— Der et (2Y 
EOE n IOA mE 4E 
T,r, —T,r, =P; n, P re eri er | C?) 


把 CY) 式 代 入 (3 ) 式 得 
Je Pr, — Pr eri g Eri 


(P;r,--P,rig 


TA “FF C8) 
fg C8 ) ARA CY AIE 
- — Ef 
T, =P; (1 g ) | | 
_ JgtPiri(ri tru) . 
IFP P C^ (9? 
jg 8) 式 代 入 (2)' 式 得 
er 
T,-—P, (+ - | | 
- Jg tT Piritr tra) . P, C I0 ) 


J8 十 Pr +P, ri 
i85 3k 5j C10 ) AEREA C4 0 BE 


E Pera TP) 
N=Q +P, tP: — Jg T Prid P, rj 


B6 ir mROCLEEDSEOISiEWAHBERPAOXOB, ZIER ARP, 3 
üE rc RETRO E. ETAZ A H BE am Gh JA SET RO 
RUND, PRE A co rr db. AER SEDSCOS ELSE TEOSE e 1630, CR TTE 

* VL. 


输 所 成 之 角 中 及 强 子 的 张力 了 。 


i e y p i e o a y de EP Gd 


J3 
- 


-ir 
"n. 


a = 


图 1.41 


BR SEI 41BIZR, AR OBP E— ti di, HARA dme CE, AUBPMA C 


杆 的 质量 ， 那 么 ， 些 微 元 所 受 的 惯性 离心 为 为 
d Fe-w'(&sin'? )dm 
OU Psin? ezg 
20g 
ED. AAR DHE C O nx 
dLe cos P dFe 
E -e Psin Poos p PET 


TE. EUFOBA O ARAGO 2I ER 


iu Psin P cos P no 
Le 一 | b MM UL 全 “人 全 
dg 
hi P 3.5 
= ^ei 
2 g ^05 n ?sosf* 


对 OB EE ARE 
Le—T *Zasin 2 T —Pa sin P —J 20 
sert J AOB RIIE O WEA TAT B5 BEBE E B. 


由 于 中 要 保持 为 常数 ， 所 以 中 一 0。 故 上 式 又 可 收 写 为 
Le—T*2asin2'P —Pasins =0 
xHEÉ UC RW FH BH fi oc S E 


2Tcos'P—0—myz0 


"dB 


式 中 y HPC IgE, m— -号 , ERBAS 一 0 ， 寺 是 上 式 义 器 表示 为 


Teos f —Q0 ca- 
ECIDAE C30 BIBBIA C2 Y A 
人 © *'a'sinfe cos P —2Qsin €? «a—Psin P «70 


Bj (= Lu ‘acos P —72Q-— Piasin F =0 


3g 
本 再 本 (P420) (4. 


cos TP 一 1 


将 (47) 式 代入 《3 ) 式 便 得 
2e^gPQ 


^ O$g(P4-2Q)- 

例 7 ^H OAHOB& EP, Hgo AEEA, KL ASBIRXIBR C 
便 长 的 水 平 绳 库 在 这 梓 的 CC 点， 三 朋 形 AOB IA UE o SS OC S593, OAO 
=0, AC=CB=]1, RAET., 


LLLI LE T ux 


di: 如 图 1, 42 所 示 ， 若 取 OARE d6, HEEN 
dm =- gè 
ag 
35 A ub io ETETE BS 71 79 
dFe a^ (Esin P dm 


üg 
于 是 ， 此 被 元 离心 力 dFe X1 O AME RA A G 13829 
dLe = &cos (P dFe 
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dei T - iC . 
B aj iu vani lE 
ag 
BL, XECBIIDOADXPO ARBEGOJ 8 


"ul i M "t z 
£2) Psi Me Tura TC . 
[ë wisin eet qua 


C ag 
l , w Psinft :cos 、 
9 E (1) 


AJO A cp wr HR Ra fe m d 
LetPe j-sint —T«ocos s —j8 0 
ABJIOUOARGABIOGREETITUHNISMES, eX uao R E AJ RIE. 


H PERRRN NAO BREL p=), Tio PEATATI A 


Let P. y sint —1T cos P =g (93) 


3 l 
i (o a iz IS =o. "E 
sin "E f V (3, 
id Ci) CÓ) AMHRA C22 ET 
ToU w'gsat de Pig* 
i B 2 


HIS  DLPAOBOUZX—i17 Ud. 
JEn O P TEETE TuS AR D. X 
mu] gaeseag Y p Neq. MP 
ANE z MASTA e XU. MAE AL 
PEERI zou XE jia. Iep, LA 
AO cg OB =p, 

B. uid! 43 所 东 ，  Xi3t AOB BUS 
OA Et Eui dé,, HIER SEO 


din, = Pi. ge, 
Tg 


AB dé, SEGGEEAEBYT EE pE42J 7 HIRE 
Pi. dg, 
ag 


+I 


dÉc, is 


UT 
un 
[ = 
mi 
Lu 
I 
p 


Pik, BmLiEOUELDUI dPe. WALC OKY ERUIHRETE R O J E A 
dLel =$: cos à dre, 
Hi ' 
e Sin G + zd n 
= CIMA TUUS giai 
a 
5 > 


BL, XP Ao o CENE EDD LIEN 


a w'n sina cosa 
Le, 一 一 ur C087 elag, 
1 P: $ Rr 
= u-* Me'a sint s cosa 
J g 


ifi p, 对 过 DOD ok PRHE: 7 pi* y sine 
RI, OBEA E 0 的 术 平 轴 的 离心 力 距 为 


1 D: Pa Plc 
a CE in* * cosi 
3 8 b'sin CO 


Le, = 


而 p, 对 过 DO 水 乎 轴 的 力 距 为 ，p;* cos €, 
因此 ， 对 AoB 杆 应 用 达 并 们 原理 得 ， 


l Pi a al A , l ps 2.21; 
. -0 g sinc * cosc a ] 刀 不 一- " (b sind *' cosa 
9 g Pig? à £8 | 


Eu cos 0 一 


—j&-0 
ub 了 为 AOB 丁 绕 过 O 的 水 平生 前 转动 惯量 ，= 为 其 绕 此 辅 的 转动 角 加 ust. Bey 
又 保持 不 变 ， 所 以 # 一 0。 于 攻 ， 上 式 可 政 写 为 


E E- e'a'sine ! co8ü—p. * ; Sin a . 5 wp sing cosd - p, * 人 cos 站 一 

一 1 

1 
EH 3g w*sina * cos à( pi 0!—p. b^) eL (piasin fprl eos 0) (17 

出 于 前 角 曲 杆 A0B ESSE US 
=o —— (2) 
Pr (ab) A P2 (oc) d 
式 中 p HHA RAO 的 重量 。 


把 (2 ) 式 代入 {1) 式 即 得 
n  9(a sinamb cos 2) ,, 
2(n? --b')sin € * cos t 
HERDE, sedquzikSERUEREN. AA REA a ERER RATE 
Ja. EBREA EAR, ERER E RRE 2) 3 T8 
AR 0 po s 9 RESI EBR, 


=} el 
1. GUEJIOTEIH TUER r US E. MERR- ERO RESET JamE P 


ERTE} R RLE MARRE- pAr CUIR. RKF Am Ar Bm: 


(Bic 


2 。 在 曲柄 式 压榨 机 ABC 的 中 间 饺 链 吾 上 有 有 水平 力 已 作用 在 ABC 的 平面 内 。 作 用 
ECAJN, 其 方向 沿 直线 AC, kto 5 PTR, QUYAR? CAB-BC, 
Z ABC 2a ) 


(X, Q-Puga) 


Bi 1 Ei 2 图 


3 ， 平 面 连 杆 机 构 的 构造 如 图 所 示 。OA4，DB，4AD，BC，…… 等 杆 无 重量 ， 且 弓 
成 一 列 蒜 形 。OK 为 弹簧 称 ， 如 下 端 所 悬 重 基 为 @ 千克 ， 求 弹 管 称 所 指示 之 值 。 

CE, nQ 千克 ， 其 中 中 为 球形 的 数目 ， 此 图 中 a-3). 

4 。 等 边 六 角形 连 样 ， 其 基础 为 固定 不 动 ， 受 —P. Q 三 力作 用 如 图 所 东 ， ^ 
平衡 时 这 些 力 之 间 的 关系 。a 角 为 已 知 。 

(E, Q—P*iga ) 
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5 。 早 体 4 搁 在 一 水 平面 BC kF FZS ER H ETRE ARa E28. 
Zi PSEETERHES—288 Pb. 210 E EIEIB EIS dB E. RYAN ARR. 

(E: Q—P tga ) 

6. RARATAN TIJARA; PAKE, JERDTGAGEC.E,. QUA 
EEJ., JENDCTOUMBIDAE. «fuEqfu2sa. 

(S, Q -Sine p) , 


P cos d * cosg 


题 5 图 题 6 图 
7 。 均 名 本 重 名， 其 上 端 靠 在 不 池 滑 的 正直 域 上 【《 ORRERA s), ERME- 
党 滑 水 平 捍 上 上 。 为 俩 此 杆 在 垂直 平 而 内 平衡 ,在 其 下 端 连 一 绳 , 此 绳 消 桌 面 作 册 ， 经 过 一 
PeH mamo. Rie fera 5 800328 a ERR A. BARKERI. 


CE, ga= Py 二 KR， 此 时 AK> Na= QV TER: >» Ne=P+KO) 
8. REKER EAE AE MUERE, WEHR- 垂直 作用 于 把 手 上 ，1 为 


位 一 把 手 的 长 ， h REB. 螺纹 是 方形 的 ， 螺纹 间 的 麻 氛 系数 tg. 


Q _ 2i(cosü—psing) œ Q „2t l 
Ei P o —r(sinatacoa) ^" P r oua tP) 


"CEPI Up 


o. BEA E GRE 作弄 中 杆 3 的 内 力 ， 吕 知 ，AD=DB= 8 米 ， DC= 1 
jk. P= $ ii, 

(MH. S= 3 Di 

00. ZEB ABB OC SX SO a, ARA AB OC 滑动 并 带动 
HLE EDGR K ESITT AB. CA. OC-R. OK-L, HEC AGERET CC 方向 
BHERI ZEKI Ji Qo SET E -ii AB 方向 x 


JESE E5803] P, 


题 9 图 题 10 图 

I1, Pim PRBCKCÉUVRIS AE Basil 9S 个 粗 距 为 2 的 小 孔 ， 通过 小 孔 宗 
—dHi2018]T, AT HE—HEWO, WM EN ETETRIBA Za 并 同 在 一 水 
平 上 的 两 点 。 求 此 系统 平衡 的 e f. 

(A: sin a= uy ^. 

12， 均 质 重 链 的 两 端 连 两 球 4 和 日 ， 各 重 己 及 吕 。 链 放 在 半径 为 了 上 的 半 贺 柱 而 上 ， 
求 在 平衡 时 垂直 于 AB 的 直线 OC 利水 平 所 成 的 角度 中 。 设 e ARCA, 重 链 单位 长 度 
HEHN A. 


; = (Pt Q)osa T 2r p sina 
CE. t9 — (P—Q)sina 


13， 相 闻 的 两 个 泌 滑 球 野 在 结 于 年 点 品 的 商 条 绳子 上 此 两 球 同时 又 支持 一 个 等 再 
的 第 三 球 ， 求 a 及 刘 角 之 铜 的 关系 ， 

(《 管 ，tgB 二 3 tga) 

14, BAr Wn. BEAP 和 PP 的 两 个 款 晤 于 绕 过 小 滑轮 口 的 缉 上 ， DRS 
此 相 切 并 处 于 平衡 状态 。 求 平衡 的 条 性 ， 


(等 -2 =- 了-， 如 此 二 球 用 同 项 敏 成 ， 则 此 条 件 成 为 -0 一 (二 > 


OO. 


Bis 题 14 图 
15. Hijiis201. EPERE C EENE INA pAr, A AE 
yarr E. RRIF Anto LACB- 29. 
(CIS. QST TL EUR 1sin P—r cos =0 求 出 ) 
05. aka 8 JO AOB hi TREFA EEPL KI, (EM AUREY 
SNPASE P SQ DR, DRESET RERS. 如 已 知 <B40 一 0 HERRN 求 
X dg CcocD- wo). 


CBS. p= etg? 


M IE 


+ 55: 


17. WU BIN IEÉ-P., AB K 2a CE k 2b, WO., PR PEDJBETEGETEDETE UL EIS 
BEES ESA A Dil se H8 5 5j D fu] xc 3E £X EIE CD am c ARES. 
EE AB 之 BEA —8 PUES Di. $Ë AB Z AS SEX CE CHEN CE 使 它 离 
开 钠 各 位 置 。 求 此 系统 平衡 时 的 角度 e ZCAB, 

《 答 ， ARAMA a, =0 与 cy =ar E ) 

a 18, € P Z5) AB 摘 在 两 固定 平 曾 上 上 ， 此 二 平面 与 水 平成 “ 及 了 角 ， 求 平衡 时 
中。 


= MB 一 
CH tp nasanay A? 


Mim I" MET: 

19. E EHLH—SÉEPULLZEDESE A TESUISIMIATER IS EAT B oz MEBC 组 和 成， dx 
&ry—NcE—SQIW. We«E^flsc REZET D. 25 6E AKF 
时 ， 间 张力 了 将 有 何 变 化 ? 

人 
2 ， 息 Pp 的 球 用 绳子 固定 于 定点 旦 ， 球 硅 在 斜面 上 态 点 ， 如 果 已 知 a K Afis Kik 


子 的 张 为 了 . 


题 19 图 题 20 图 


o6 * 


E-I -A 


um s 


21, € PHÓ ABCD REA BE b, Ru A3dEEPRPERDUNGEHEDOÉ EA p. CU 
AB-—BE-a, RFR RBEQUUR RHET. 


Nba 
S F BERE ES EFRR, HEHP, ARE XC ka A HA Sz 58 y 2 


stad $e MAR ASEE AM T TERET SUL An P rp p SP s ZO 
成 竟 角度 为 单 ， 求 此 力 的 大 小 。 


( JL: MA E EE TL 


(X. Q= 4 tos 
3 sina r 


gio: r8 题 22 民 
?3. A & B FE AH — BR RE KiS je 此 vi 点 可 洪 二 党 请 固定 直线 ox M oy 1H 
". ox Hoy TR eff. AAH O, WA sg, CEgnJ]SUENBQRGER. WAAD 
CSR, YIR BADDE UPON X. PAER TSAR oA 及 oB 所 
PAPAY. 
(Ai tilBe Kisin £a tg2Yz-- „Kasin ie. 


O K,+Kcos2a ` K, +K; cos 2a 
24 EP, MARREY, MERTA A UGRTE URGE PUR 29 2a WER 竖 直 ES 
IK E. CRT deij; E A A ERDURAN ES C. 


UR. TEES 4 ( ] - P DE 


2* tga ZnÀ tga 


* 


题 23 图 | 
57e 


22. TE Ei B HIBdkE AW p 5 PIG G. Cm AHA AE l'e 
EIEE. JEloO RAO E EA R O n—km. HoP m RETE PIERI D e, READS i 
HIRERE E ZUR DONIEDE. Look RUPERESXETEIS SET B. GIBSEPUMURUP TT. 


E "m l EEI 
(S v= (I —e Ja a= ge "^ ) 
ik L7 


o JEGEN PRERESI: y —R 上 ， 并 受 一 水 平 斥 力 玉 < 的 作 
用 ， NM 2rd. 
CE, x=0, ye £R, N= tp 


E 25 图 Ka zoe 
27. HARER PHA e. it- CE k ERG. ST. 39 8:0 EIL JS 8976 RE 
Hep. cRIUEXEBUDamxR, 3XLOEGKCOÉTE LBOIGHDJIE WP BON RAKEN. 


Q sin 2a 


. "bg mESP A = E i 
CHE. RE PIIMEE a XP TQ sin a) 


a-[ "e * AN -— A (F-FQ)sina 
1 * - t " Li 1 " -u 2. a _ 一 - 
BH TOS TAER hg P p= pO sina g ) 


28. EAR EHHE AOB AIKAI R 6 Ses REUS i fA DS Tou O e S] SIE TER 
zx p. BUEd:R4BSGEgEWIZEO Aita 2 IP RRBESS z Ri ea. TRA 5 BOSxXtIEW4 uA 
成 二 质点 的 量 物 ， 洪 重生 为 中 DP. AO-Lh. BOSh, M35 AO FPA EERE o 
fam, 4x x WEE |RSS o VEO PEIEET 


P isincG—P h eosa 


(Tr w` = J DE" 
(P,lt—P.ii)sin€ cos € 


* 08 * 


n rrer Curr mn - -- 一 - 


E5271 题 238 图 


279. $5) EIT AB 可 统 其 了 上 的 加 定点 O 在 铝 牌 平 而 内 转动 。 经 O 点 通过 一 铅 CHI 
Z, AB TES z AHF A n ERASMUS RI. A OA-o. OB—b,. iar. HI ABFA? 
REIH a 一 常数 ) 之 值 等 于 几 少 ? 


i350 g —bh 
(E. cgs 4 二 -二 人 aTa 
nn oa- —abtp* ) 


30。 长 1、 重 P 的 均 各 链条 ， 今 将 其 困 端 偿 冬 ， 使 成 为 ~ 半径 7 的 陨 ， 并 放 在 一 水 
平 的 粗糙 加 此 上 。 仿 略 盘 绕 通 过 链 四 中 心 芍 锅 重生 作 等 焉 转动 。 如 此 链 所 能 承受 的 张力 
不 超过 TU. DINERO o 等 于 何 值 时 方 能 抄 断 此 链 ? 


S, o =y EL . E ) 
r P 


4029 F8 


第 二 章 BE HJ 


前 面 我 们 曾经 建立 过 动力 学 的 普遍 方程 ， 从 理论 上 来 说 ， 通 过 它 ， 我 位 可 以 解决 所 
有 的 动力 学 问题 。 可 是 ， 人 往往 直接 通过 它 来 解 率 已 力学 问题 时 ， 会 感到 并 不 是 十 分 方便 
的 。 为 此 ,我 们 营 从 它 出 发 ， 送 当 加 一 些 条 件 ， 仿 后 通过 位 单 的 变换 ， 就 可 导出 力学 的 
普遍 运动 方程 式 ， 进 而 解决 动力 学 的 问题 。 如 控 档 的 日 方 积 利 瞧 密 顿 正 列 方 程 竺 。 本 珀 


JE AR OPERAR RTI, 


| 82—1 -RARA RZCE 
^r GR DECR, SUDTVTFECHISBURDLBISRURTHA, KERS 一 类 RURLROT 


程 。 


ERREA RAEE N ESAMI. APO n5 


xj(1771,2,8,:0,3NDXXG0RI,. REDEUTRETAI 
us t) =0 ($221,2,3, Ht) 
1f $85 Kc E. ARERI eR 
FA —rfk x t) 


4A Ora 
于 是 n= 2. ox, ^U 


E C2,2 ) 式 代入 动力 学 的 普遍 方程 (1.43 ) RUR 


Y ar 
È Fi- marg) 2. p E 8x, 730 


或 x( 到 Fi : à.) X(Xe P , r^ 


imj dmi imj ‘m| 


Br XJ 059 18 


X OER 
Q= EFC Ox, 


a 


Et ADS. 3:5 Rina RADR 


 €C2.1) 


jax zz 


BU Q, ROM CT i EA x 的 广义 为 。 把 Q9, 893€ 这 代入 上 述 方程 得 


N 


at 
i-1 


考虑 EUIS 一 


N 
oue dv s Or Jeu 
Eos- E d^ 4 7 94 0070 


ir th En 


(2,2) 


(2,3) 


N N d Ort y 
+ 2 S navae-z AC BLEF 


(2.45 
I" 4 
MRTE HRA AR ` 
Or rm av eog (.8r4. Br Bvt 
Os, Qf, Qi E dt ^ 9x i: Óx, Ox; 
JB4 € 2, 4. ARREN 
LN N 3N N 
— Vk Ort mo (0 lu Na 
王 ( 之 m m Bx, bd = P dt [S E 2 mY} R xit 
N A E. 1 | B ^ p 
í"1 &. 2 ^ SO . 
EMEN d' QF& ` u d 9T: uu m 
m — (Em ^ . ox --Xi 5 Us haat Lis, ja 
i= 41 u 20V 
] (2,5; 
Ah T Aa M AHRS. 2 E 
gm 2,50 AXIAL (2,3) 式 即 得 CM Ù 
N , : OT , ôT | 
ii YY- i 一 Zn ( 2,8 : 
i Qi dt C Or | Ox | xi 3 SE E 
in i 
Je oum OT, ELA 
现在 ， 证 明 (1 $t. 


HEO rama) Sis, 3N) 


3N 
Wir ` — dE k — ^ Ork » rs 
rm VEU omo 之 ET dá 8t 


Qv, Or, 2p p 
EN 一 "t IF. 


t Ox, x PT 
^ k 
n Or to. 9g : Or ， 8 f ðr 
Hi it Bx = a Ox; Üx t; 3 p * Ox 


SEMA xus x; DU HEC AUT P 


(dq IRN SD Org ,. , 0 [ PIA | 
dt ^ Qu 


Apia RODA. AX 可 写 为 
和 1 7 


dt Qg? Ox £2 01 f Öxi 8. 
mE - 
frxpe4] 5 方程 组 (2,1 ) RARIESEAY, Ha dii 
c 80, 
之 Ox. xi 一 ($1,2,8, pf) (2,7 ) 
im ] 了 


ULT 3N A dk 不 是 彼此 独 音 的 ， 上 只 有 n= 二 3N 一 th 个 是 独立 激 。 于 是 ， 我 们 适当 选取 
PRR RAAR EET Aia Am， 将 (2,7) 式 中 每 一 个 与 85 对 应 的 式 子 怀 以 入， 
然后 依次 与 C2.86) 式 柑 如 重担 


N 
Elo ERES e C2.8) 


下 因为 我 们 适当 选取 了 m ARARE Asks Ame UESTRE m PR OE IJ EANA 


PROZAS. MEU CD qUBERBURT Ead T. 因此， 它们 前 
EXE. DAR. (2,80 gu 


—. (TY, Sc E 
o= (a dt e. DES =0 


ar OT i: ; 
T a VonlURES a ES BL 12 3N) (2,9) 


这 就 是 完整 质点 组 的 第 一 类 格拉 阁 朗 日 方程 。 共 有 3N 个 方程 ， 连 同 m AUTE 
以 确定 质点 组 的 SN 个 学 标 xi 号 扣 个 拉客 妥 日 不 定 菜子 2,。 罕 于 约束 力 的 求 得 ， 可 以 本 
分 析 葬 力学 的 求法 烛 同 。 即 


N; 一 *N-SELV 


从 方程 式 (2.9 OGLA, MRAR RÉEL FL E o RURAL ERU Fr f 
up, WARME- Ed TRE ELT TR XS TLA 3: o t EXE 


82—2 第 二 类 拉 格 明日 方程 
在 约 来 愈 多 的 情况 下 ， 利 用 第 一 类 拉 柳 郎 日 方程 解 沁 雪 力学 问 题 时 ， 会 感 | rs 
XE, AEE TEH T dede 4n eR NL, ESCAS TCR ARA D LR 9) OT RS 
FRENAR RA GA AA H EDE. qUBLOAU EUER. De. dest 
BI PTER TEE B que m. DECR FU TI ORAS IURI boul Zi 可 | 大 大 减 
o FOE" CS IE Gne BU. PH "mp dH SE. TO X998 ECL. 
"— x. SEIS j E SUP qup did ite Wu ing un A LOGIN) 
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4? 


AH 


日 方程 。 
下 面 我 们 来 推导 第 二 类 拉 梅 天明 方程 ， 其 方法 与 前 而 挫 导 千 一 -类 RM A 7 JH 
iis APTENT o 
BERMEARI RA AE N 个 质点 所 组 成 ， 受 m ARS, E RE ORE M 
线 淮 标 妻 未 时 ， 那 么 第 天 个 质点 的 位 大 T4 TKI 
PAS=x k-ai Fxg- itx ak 
而 作用 在 第 & 个 质点 上 的 所 有 人 外力 之 和 可 表示 为 
FF， 一 和 :Ki 十 和 sk jj 十 入 kk 
至 于 质量 内 有 关系 
Ms h-i Mike, ta 


TE, SUFAR 1.43) 式 可 写成 如 于 形式 


J ， 
Zou mx dx. =ù ( 2,10) 


由 于 质点 组 受 m DERA, HARTEN 
fs xg t) =Ù (e=], 2,3,7) 
aA my Sp T RSE n—-3N—m, Tis W aisgrs' saw WARI M, HbR. m 
R Ue SIR Is RER REN 
SATAA Gis ars s das) (k=l, 2,1 3N) 
将 上 式 取 等 时 变 分 得 
dy, 一 * x gi (k71,2,:, 3N) (2,11) 


jz1 
jy (2 11O RILA (2,10) 3 


xo. —maxg) E po 8g; = (2,12) 


R= 


^55 £O EXE BAUER 7 01 


Ys , 
Fx S gi = x(Xu S. Ma, (2,13) 


=] I=] 


ETO JIER 


E Ox 
Q= 2. X4 q, 
p=) 


RAET La gg XOU). Ti €2,13) RRRA 


Euba 3g; = $ Qiðqi (2.14) 
i-i 
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H E (2,.12 ) 式 的 第 一 项 


v " o» rk 7 nu à 
一 了 go, 二 一 $ " XR ia 
i- 4 he Ba HH} EE: a D. t Ba， Oa (2, 人 
HF x 二 Em hy TM dg Oy, 
- lik + 一 | 六 .一 0 
di SMA dt Og; * gt vn e MRTA a Ó 
"A C2,15) stu ego 
BON nd sg 
一 守 ' t Mn a 
IBEX — ug, 2c o S xt 
& È P 8g, "i 之 | E eia Gs. 
"o, 
3 N ; 
—- MEM x, | 
E tar“* Br ) lo (2,16 ) | 
D 
A 
not yx x 
Öxk o 98 0,42 0 4 f Üxp , Oi 
Og; 9j; ' dt^ Og / Ópg 
35 €2,16 ) ATERA 
Emah S ag e y y G, 2N 
"m 一 . ， t 一 E 上 L 了 
AXA Ba di xi ĝe : È , IE » à | Ma ) jg] 
£-1 
SM r j 
QU Oxa ni 8T i ,oT 
BE oT , 
APT RRTAHDAE H, m6 dO RE. 2,17 ) RRRA (2,12 2 S ETE 
te 8T o aq 9T o 
2.jQ Ba d 8; n, — i) (2.18) 
P g J € Yn BPO Rok GASA BUS ESPERE Pe; dARI 
EE A a 
gr " OT 
j} , UM - “” len 
j Q; + Ba, e 85, )7^V 
5 .& (0T 6 oao, 
^ aC aj T Ba SO ls CAIS) 
£ 


A 98D C 2.130 ELXEEEISCEEUS o E y SS TS RERE C H»oyBiEiNETY. d 
AX n PEA a ORE CU b snae) THREE insu. 
Ox, Of 


OU ðu — 0j, 
ZEE 一 TE "a. Qus es 
Lti te= xp gpt) ih EA n'A - = 二 Ae 
AT di S 04 UT ài 
: Oi Ox 
"i = "EE XE 
ja Or àg; titiko 


RA 


roi era Geo 


pmi 


Zi gs qj ERSAK BIS 


aC) Ea Cette CA) 


BET EXP PX, 上 式 又 可 写 为 
d f Ori oo Jx | - [3 
di Ee Jq; )= 6; PE ps dT Bg T ‘69 


E E271 ĝi Mb " 
rd - (xu 8g; = d 得 证 。 
ECLI REHE, -定律 


P-u-LV =E g, 
di "ELA 


msg, 我 们 称 -37 ADR AER e DI XA. H P, ER WD a AT X4 
bg Hp MOS. 
AARAU MM MNA 


我 们 进一步 来 考察 第 二 类 拉 格 衣 日 方程 的 袁 现 形式 。 在 $1 一 3 这 一 节 里 ， 我 们 曾经 
立 过 保守 组 的 广义 力 的 表示 形式 ， 即 


.9v 
0—— dq, 
WRT 62,19 ) z& BE RECS y 
d (OT y, OT — SV (2.20 
dt E ) Og  ÜQOq 202 


BUT VeVG;s DNR SARRAR E SCA g ERE E BUE, BpDILC2,200 2X. 


[E u$ 


e(T-v)] eT-V) | y " 
-| 8ój | qj zz() (15,2, 9, '', n) 


T—V-—L(q,, ji 1) A BH RRE RN, EUR ER. MARATA 写 A 


TT 


A 
4 (Syr ees amissum 2,21) 
(12) 式 院 你 入 完整 保守 组 的 拉 格 归 日 方 各 
近 烙 朗 日 方程 是 力学 的 基本 方程 ， 它 在 分 析 为 党 中 的 屯 位 与 作用 ， 相 当 于 千 棋 第- 
宝 律 在 牛 赖 力学 中 区 地 位 与 作用 。 不 过 ， 由 于 它 是 从 能 量 的 角度 出 发 KATT XÆ 
标 ， 内 此 它 不 但 形式 具有 不 变性 ， 而 且 应 用 更 为 广泛 。 当 然 ， 丸 出 于 《2,31 方程 中 不 


- bo* 


出 现 约束 力 ， 因 而 可 以 消除 击 于 约束 向 带 来 的 许多 困难 。 这 些 都 将 成 为 用 它 来 解决 动力 
学 间 题 的 最 大 优点 。 也 未 因为 如 此 ， 它 在 实用 上 具有 较 高 的 价 信 。 

下 面 我 们 通过 一 些 典 型 的 例子 炉 说 明 控 格 朗 日 方程 的 应 用 。 

例 1. 重 汶 呈 的 平板 放 在 两 个 深 子 十， 鞭 重 各 为 p. PEREM- 3i, El 
子 的 加 速度 。 

解 :把 两 个 深 子 与 平板 祝 为 一 个 系统 ORRA), PURUS EAE, Mol 
平板 质心 cy 的 坐标 xs OE] UAE, AM, RARAMEN 

T—imiblnQitumabblhOitiedd (1) 
stp ni ei ATHAR vio 滚 子 质 心 的 速度 ， 六 为 ci 滚 子 对 过 质心 的 转动 轴 的 
SIED A c 滚 子 的 绕 过 其 质心 的 转动 轴 的 转动 角速度 ， 同伴 ma. dau. Qu 
Sido. 党 子 的 质量 、 质 心 建 度 。 转 动 侦 量 和 转动 角速度 。ms。 为 平板 的 质量 ， 5 为 
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PARI D ea 的 速度 , 
由 题 给 条 件 得 知 


. 1 5 , So a lr 
用 | = hts Ma Ti = ias Ji =J, Smr", rP: =r: =r =T 
省 ;一 41 一 2 和 


HO DAIRE y 


"EE 


SN 出 
用 了 于 Y Xar = 2,0800) 
n jmi 
"ug Qéx, =Q; dx 
UE. Qi—Q 
由 拉 格 朗 日 方程 得 
d ( OT 9T (5) 
GE 


+ Gè 


将 《3) 式 与 人 4) Xj eA C5 ) oti 


d | 0 1 rad | 3r -i- | 
— 1X TL i 4p 
di | OF (2 =] r- (l t> "ie =o 
3 tk 
E DEP. NA 
FE x49 
3p-F4P * 


[i] 3m, p x "Ti ( By A2 ) FI XA, 385 2 3& SRI BS Ug 
If 9p 4P Y. 
T 2 ( g yt 
HUY $;7—221, li Ag =2 y, -ç 于 站: 8x, —20x, 
因而 Qx; =Q, 8x, —0, M 


5 Q;:-20 
E Br BE BUTS 
-4 ôT )- er n A 
E Ox, oy! . " 
d fO f1 3p 二 4E ayi Q /1 3p+:P , 
uM N25 g ae hog 80m 


px, — 
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20 | 
3D 十 4P 5 
882, ÍT B Efe LEER IS 2.2 Bia» 
LA OA RITE Pre DXs B DUE 
run a Ab STRE EU mi. HOD. 
zA Suit DUE BR Nm EIEN 
r HN, aTi: 的 半 
IR, 今 在 昌林 二 作用 一 不 变 的 力矩 M， 
mn* 8H. AAA R 
RAAPA ERG 
Eua EPST EASI NA- RE RAS), ERS—TLBUE. Hap’: 
PAP. Teo RADAIN 
r-144; mavit » 1,0; 
qu J, 为 曲柄 OA 对 过 吕 的 转动 加 的 转动 惯量 ，js 为 肯 轮 于 对 过 ABSECTSCEHUIT. 
ay shit sr HERE. o. e e IE ABSNTSERIBISESD MEDAR, va 为 A pi 
的 速度 。 
HERR 
J= mn RH)’, y, Q9, 52m. .= > 


— 
-— —m— - 
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«D; * 


CDO RAIRA 


A23 2. mj 1 
T qns GR D'(e m. 41)9 


WXHYGPE XABRQI XA 
Qp— M 
CA. AARE HAH 


di \ ag 
8 [T [imaves(G x +1)p =m 
po sme. mo)ej-w 
Dri 3a ao . E +1)9=M 
ae pe Mo 
mae. m) 


i3, utn dE LO RES E É EUR AERE AER PIERE RA 


S. BTÜBEAMIATITHSE. KOE 60. QARET Xd, WA 3 
Bem. du. MA M LAE pRHD EU 


x rsinü: cos Y 
( 1) 


| nain ac] 
| y —rsin8 *sintp 
| z-rcosB 


HoEH A 


i -1- 


$-rsinÉcos(p 4-rcos «cos — rsin8 «sintp q 

| S9- fsinBesintp "reso sin 0 - rsinB* cos PP (2) 

| 27 fCto5D —rsinBO i 
页 动能 为 

T = n IR BY Tit ) 
= mtr 8 -- r'sin?8Qp?) C3) 

3Cfpu-RiRABbR T, EREE M LBUGESUJIBUA MED PF, Fg. Fg, HEP XE 
相应 的 广义 次 Qr. Qa. Og 时， 那么 出 于 | 


Y xau 一 lof 《dx4 与 641 MEI 


kl 
HE — FÓpEFg(r30)--Fo(rsin99g) = Q,&r -Q9800--Qq2Q 
W| — Q,—F,, Qg—rFg, Op=rsinbFo ( 4 ) 
PLACE HAE 
— pa d 
Un dt (^or Qr 
; (a 
Me A CE mCG? 4 rie? ep? en mCi Hr 9 n sin 28 中 :| = Q, 
Jr mU —r9* —rsin:0 ^0, (5) 
把 54) 式 代入 《57) 式 得 


m (r—r8 2 一 rsin28 中 >) 一 Fr 
HE Frema, 故 上 上 述 方程 可 政 写 为 
mi(r--r92 一 "6in26 四 ?一 mg， 
故 得 ， a, =pro —rsin'8' 
Ep, dh HOS 


| T OT — 
ga =Q: )- Er 一 好 8 
; d à [1 aa nl SLE aeree tsinap? 
ih in 4759? rain eg] - | ;mC tr reine | 

—Qe 

HD f) —inr'sin8 „cost p "—0g 
或 mlio +r? 8 —r'sinü*cos0(p Qe (8) 
i CAD 式 代 入 《6 ) XX 


alr8 十 278 一 rsin8cos8 昌 ferm 


E m(G8-- 278 — rsinücose qp ' ) 一 上 9 
* 59 + 


HF Fa—mag MEREEN 
7 mr0-- 266 —rsin0 cos p?) map 


AU ag-r8 + 276 一 rsing- cos p i 
[]28, A BEL HOT 


一 d Y T _ * ovp 
9 7 98 "aora $/ ap "99 2 
d PE Í pzp ar Ian aE | 6 fi ,2.5012 
得 2 P m +r 9' Fz'sin'0Q jag HR -tr 0+ 
+r’sin og SALT. 
FU ~A. Gir'ain'89) 70e 
或 i Orfgia 0P 2r sinücosb6Q --r^sin'8Q) — Og ( 7) 


把 (4) 式 代入 (7) 式 得 : 

mraing (reingo 十 2cir eq -2rcos08 d }=rsind Fe 
或 mrsing -2siney 四 + 2rcogB8 p ) —w 
HF Fo=mop 故 下 述 方程 式 可 变 为 

m (rsing Op + 2sind7 四 d 2rcosb To )—maq - 


故 有 ~ av —rsin8Q --2sint? 十 2rcos68 中 

pd ip—ldi die bm—438. A-E 
E3 THER, Ads nE dpi. E T 
这 个 滑轮 于 穿 一 绳子 ， 绳 端 分 别 排 重 ITOARI 
CT XEBEEERS. RE 3 Tow ARIER. 

E TR Ap 8 S fà Y bL ARES T | 
AUS EKA). VXESLARIUNTTBIBERBR —C 
ERU. X yis ys AP LABS, HH 2.4 Bp zn. 

Cdi. 系统 的 动 能 为 


1 .-,.í " OE E 
T= 2 SYT TIER — p) t, #1 d). 


zi T-Í DEG, T4 E g HD a.d 
mo 点 为 系统 势能 的 参考 点 ， 并 设 穿 过 滑轮 呈 的 ATIRA bo FEO 
上 的 强 于 的 长 庶 为 六 H, WARANA 
TY 一 一 3gyi —2gly. Fr (117 y1 7860) |j—gLG,— 
= — gy, —2gli gl; 十 38Rr: FERF, 
FE, RREK HAAA 
了 一 工 一 y=» iG -jt (9, F2.) Egy 十 381 Tels 一 TFI — gY, 


M:i toki — yz — TF. 3] 


uu DAE 
或 gy 十 常数 


HAARE 
E df ôL aL 
q,—y,t C8 )- y, 7 
dí O 
得 di ty 


[3a LAS iin eO iis yhti tent iR) - 
Ó 
al? HEO -HH EOI) Hgy IC eo 


RO y [h] B ^ 6x30 | C1) 
xXidü S HOUR 
cA ED o 
得 4A 87, -LHAG 一 名) 十] QA :二 8yz 十 常数 | 
- d 31+ 一 加 ul TY tey Rl |o 
或 91~g=0 即 3y.—y.—g (2 5! 
Bar OD 式 与 《 2) st T. 


例 $S， 试 用 拉 格 朗 日 方程 导出 行星 运 渤 的 微分 方程。 


解 ， 由 于 行星 运动 所 受 的 力 吓 太阳 的 吸引 力 《 即 为 有 心力 ) REETA 
EPPES a, 也 就 是 说 ， EJE- ROSE BBLHE, Hr. 0 为 } - X5 Bg. TX. ilH 
动 的 动能 为 
=l m tre) 
HS IREN 
y=-07M 

式 中 m 为 行星 的 质量 ，MW 为 太阳 的 质量 
Er 为 行星 到 太阳 的 距离 。 那 Ados WoE 
数 为 


L= -TV 


mi Tr T 459 2M 
irt B Zr 


H a OLY ÔL _ 
di dt \ Oi Br — 


a d4( ð lv yeay nM 9 iile c Mu 
fa. PEE 2p Fr Ü tC , h 8 (m T tr ) 十 F ] 
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d s, 
WOO Ami) (m0 - 82M 一 


dt 
WO mins eM ^o (i) 
XH BLESBI HIR 
a. d f OL er | 
4.78: H E: 86 一 
4 d o 1 2 2a? :GmM ð [1 2: 2? Gm M 
得 oca | 86 (no Tr OM s | Intt B”) T—- |=0 
即 -E-Gnr*8) =0 或 ros d | (29 
于 是 ， 行 星 运动 的 微分 方程 为 
í mG- r^) o — OM. 
- 


Cr28 一 常数 

986. HORS m. KARR RA PEE ER ox EAE SU. A IO n 
的 质点 以 一 长 为 1 的 无 灰 量 的 祥和 ms 相 联 。 没 杆 忆 能 在 通过 固定 直线 的 贺 直 平面 内 运 
各 ， 并 设 二 质点 仪 受 重力 作用 。 试 用 拉 格 遍 日 方程 确定 此 质点 系 的 闫 动 遵 循 好 下 规律 ， 


Gn Tm. yd- ma lsinp 9 =c 
LX exe JP RREIUBEX, y 
Et POXSEREROGQGILABBÜHIRS 
X. BA, PA XR. TE, MM 
mt 的 坐标 为 fxy 0)} 质点 ma 的 坐标 为 
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E, RRDA 85. f 


T= timi T9i) 


=m t] mi [Csin Q)7-- Geos 9 Q)] 


而 系统 的 势能 为 
V —n,glsinfP Ciz EA x DIE EA D o 
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E TEETH 7108 
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内 于 广义 动量 的 定义 , 
OT n ÊL i | l " 
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和 守恒。 ^ 
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Ap pp LEE. 于 绳 侍 入 一 个 与 此 PEEK PEE :b, aE PIENE 
dm. A HITEL TO, SpA SET z. xD 
SIR TEE D 


" ena P. ET Q. HRE 
p.f BY -等 蚀 注 一 小 系统 于 质点 组 ) 2 


" B n T m 17r MAN 
SR ie BRIEERSHE, BH 
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rap pr 条 Fi 
e CHE ipt eod irat POS 231 ( 3) 
拉 ) ves )ZXEJBPBARA C10) ARPE uu 
= Dire 9B e ZEE 7 C4) 
ERNE D MLICT-BIDS zs AS ERU Som ARN, MARREN 
V- PHE CNW HET EO | CE) 
于 总 ， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


LV l fp 1 Qb V, 
L-—-T-V- 2g (rl. r? )e 二 Px 
由 拉 格 船 日 方程 
-d (ðL. SOL /— 
dt di/  Qx =0 
| 1 (p+l. Qb; 8 61 1 Qb wx. 
得 t EA 2g Pit gy Pte- ort jë ps] 
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dafi 1 Qb \. 
Sp 7H PR ART ji) |-P=0 
: dfprLl, Qb X _p 
或 (P+ "E ) P=0 
Yd x-— 1 gp 
pl. 
12 了 
2 
若 令 Kc-h. — (UMOR AB 轴 的 回转 半径 ) 时 ， 那 么 便 得 
_ Pr'g 
和 


例 8，。 一 个 质量 为 mm 的 空心 国 柱 ， 受 重力 mg 的 作用 ， 沿 琐 一 个 质量 为 MM 的 三 角 机 
ERM ERAMA. MAARRE AMERRE. ERRE 
Br KOFmBIBPef3 je, WERBY R, R: 


Ca ) BLIEIIEDEEE: 
(b) 如 果园 柱 宪 杭 体 上 从 距离 虚 面 高 为 的 地 方 开 始 ， 部 人 么 当 容 心 同 $E 到 达 旧 而 
以 后 横 体 的 速度 是 包 少 ? | 
解 : 建立 如 图 2,8 REIR ES ARI 
3 
y 
FAN 
M 
--LL--p-VeQ 
yz | | 
H 
h 
g" E ' 
[52.8 


FLUE RII EUH oxy NEHME ARAA oey DAERA. TA 0 为 空心 
EEEN RA RB UE. 原点 o OBI E LR BER. E gu. 5f pd 


+ 


TE Mad» c fE oxy 坐标 系 中 的 举 标 为 (4 只 》， 侧 三 角 模 体质 必 c Teo 529 M Eg GEID 的 学 


PA CEY), 
若 把 三 角 柑 体 与 至 心 国 柱 视 为 一 个 系统 ， 那 么 此 陛 统 为 二 个 自由 座 的 保守 系 ， 克 选 


x EARE LA R BE 2.8 BroR (Sd. SD DR EEBDD c 的 速度 为 
vj d! co 
隆 是 ， 率 统 的 动能 为 
r= mG* 一 226cosg 二 6) 十 了 7 p? LME’ (1) 


zi Ju A Eb EE 质心 c 的 几何 对 称 轴 的 转动 惯量 ， 各 为 绕 其 几何 对 称 jb 86 动 的 
角 速 谍 。 由 于 鹤 心 回 柱 在 冬 硬 上 作 无 滑动 的 演 动 ， 所 以 ，， 立 =R 中 又 Lom 
因 8 还 〔 1 7 RE Xa o | 
= Las! - 286 cost--8* Me? | (2) 
AXES o p fk G c EDT AR DLE C BU ROCKCOÉ E EL E HO HARASA M. XE 
么 系统 侈 势能 为 
V= —mgxsinb-- Mg(H -—- 1) 
B BEI URS EE E 
L=T-V = lm! — 24ëcos0 + 8) ME! mgxsint-- HH 


(3) 


. aL , j aL 
dk, ^"; —2nu—mécos8, à, mesing 
eL — (m ---M)£ —micost, -党 == 
Be 
E. aii 
£ — Y - —— -QE JSE. =0 
得 2mx —mocos0£ — mgsinü =Ù ( 4 
X dide BH ZLE 
d ðL DL 
qı =$ Ui — ^ar = 
207i dt ex ) OE 
得 (m--M)E —mcosüx 0 C 5) 
meos 7 (5) 


WORE E= UE 
把 《6) 式 代入 (4) 式 得 ; 


2 m—mcoso . meosd 
mM 


x —mgsin8-—0 


Z HR 
sp Hm-EM) meos 9 i gsino 


- 15 


“一 mEM)sing — 
(7 ) 


—rr 


A "6 Zum M) —mcos?8 
把 《7 》 式 代入 63 式 得 
| msinü*cesÜ —.- ! i 

20m--M)—mcos!0 9 B ( 8) 
Hi 0 d$ . dx EM 


Ty 
7—— 


iH 
F x= dt dx dt dx 
所 以 ddi—xdx 
e hc 
=f sing | (nt M)sin8 

Bp J. 2d: | Sin--M) —^mcoós'8 82% 
Po 1 iiie (m M)sineg QD AS 
ak fs 27 20m--M)-mcos!8 sinb 
| 20mdMOÓgh — | 
8x o MA. “0 | (9) 
将 (6) 式 积分 一 次 可 得 

= MicosÓ d 

J mM zc 
AP e 鸭 积 分 用 就 。 

因为 i=} kf, g= i, £—0, Bet c-—0 

NEP  mcosÜ 
Mis (mM 
Wb. 4g ckMONDICU OREL 5 Aba RE A PXÓXOKOR GEI, fg 
RISE 7 | 

., mcosü . | moosü j TM u 


- m TM 7 m TM 20m -- M) —mcos s'0 

Nus HER m 的 加 柱 栖 5 EN M Bide P ERU, HIP BTE GE 

. EARRA KE, Ho XgkERD— EHE. TEASER, 
EUR P SRORRNRRAPUNROHA, URS OA CF EAS WOA 


BR 
xp 'B-r COM - m)sina 
30M-E nO 


ro otsgg 


ADAR E AEE. UB e AEREA ER 0 0RUPMENUDE HUY 


向 .上 的 直线 问 挫 类 角 。 
证 明 ， 选 加 图 2.9 BDRIMDAEAR OA. Ul oxy Jui REJbdzGR. ERR oW. P REDI LA 
FARAR. UA. PEDE A DAIRA aoo SÓmEPBEWA IU.» 
a 76 + 


N 


TPUUTTTTUUSTTYTTTFTTTYTTRMYTITTTTITAE] 


Z 2.9 
. Xe? csinÜü—x 
y= Cost 
BI x—csinÜ -x 
| y-—ccosbD 
Tid NUU—3xU. MALRA —4 BE EERUARST RR AAAA 
HEJL SIR Aa, MARRIR). POE x e WR XLACER. 于 是， 
系统 的 动能 为 
T= lma ped ym HE Ies 
AH Ja 为 P 国 柱 对 过 其 质心 ARTEAREKIN RARR, o 为 其 对 过 下 
心 4 旦 冬 直 纸 面 的 几何 对 称 轴 的 转动 角速度 ，J5 为 5 问 柱 对 过 其 质心 号 且 垂直 纸 面 的 
ATARA E RT, es 为 其 对 过 质心 B 旦 策 直 纸 面 的 几何 对 称 轴 RA E ED. 
由 于 癌 柱 在 粗糙 的 平面 上 作 纯 滚动 ， 玻 有 ”z=w,zR (R HP EMERDERO. 
同 理 ， 由 于 园 柱 体 $S EEEE P bÓEAGESL MRM FEMRA R: 
Ro 4t-- 8) —r(w gt — 0) | 


(1) 


Hp (reg Rø t= CR 4-928 
A: ro p— Re 477 có 
或 | reg cü 


式 中 为 S BERRE, X L,- MRS Boum BEL CO RIKS 


+ * . M Z 

T2 Mèt + Lit timile cost - i)’ Hesin? Jtd + Lai. fT 002 
2 4 2 2 2 Y 

一 (MHM) it Time UE mell- 2eo89) 8z. {2 ) 
* T1 . 


若 选 x 轴 为 系统 势能 的 参考 位 置 ， 那 么 系统 的 势能 为 
V —mgy--mgccosb ` 
于 是 ， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 : 
L—-T-V-— " (十 me) 人 十 1 mc'0^- Lc ~ 2co58)8d, —mgecosh 


WA: eL -(O mm) 2T 1 neli — 2cos8)0 
Or. "| 2 | 
oL 
óx, 9 
eL. - mc" 20 T : meli — 2eosð te 
0 
E: - = mcsin00z, T mngcsin8 
EE. m bam H7 
d (OL or — 
qi xe RES ) 8 — 
得 -8 13 (bn) icd mc — 2c088)0 | 一 
dt i2 2 
即 > (MED že + 2 mc — 2c056)8 mec, € DEED 


BRA. D—0B, 9—0, do—0, Meu —0, TAS COO RXGDSON: 


5-(M+m) fet me 1 —2c088)8 =0 


jE à, —ccos00 -d RA CAO 式 即 得 
9 (Mm) (ceos00 —4) mc(1-—2co88)80 0 


UH [; (M l m)ecost +; nc]o= > (Md-m)r 


g Y 
ER f | Eae jeeoso+ 3 nc |a9 =) $ amas 
$ 3 (M+ l e csin8----mcü => (M -EmOx 
APA 2 3 2 2 
或 者 3 [(3M+m)sing+ m0] 2 CM-E mx 
m6 C3M E m)sinf 


因此 vet 7 804m) 


( 3) 


( 4) 


而 前 面 已 经 得 到 y-—c-4cos0. Ak 也 点 《 即 园 柱 $ 的 质心 ) E A X BH RE) D RR LEE s 
$10. HEX M. EE a HERA FORES AN, 内 表面 则 完全 光 
Np, 放 在 粗糙 水 平 桌 夯 上。 在 球 充 内 放 - -REA m, KX 2asina H ETE HE, 设 此 系 由 
静止 开始 运动 ， 且 在 开始 的 瞬间 ， 棒 在 通过 录 心 的 竖 直 平面 由， 两 端 都 与 球 亮相 接触， 
并 与 水 平 组 成 下角 ， 试 用 拉 格 朗 日 方程 证 明 在 以 后 的 运动 中 ， 此 楼 与 水 平 线 所 夹 之 角 8 


满足 关系 : 
s 7R + 


[(5M - 3v) (3cos* Ga 十 Sin a) -9mcos*« *cos 8a! —6g(5M-T- 3m) Ccos8 — cosB) cosa 


* " *. EL pA ; 过 nm a 
(x4 a25 WERGE EIRE 么 ， 球 亮 的 质心 C 的 坐标 六 


[82.10 


| x 72x, —acostt * sinf 
ye ma acosa 


nA, MOSEUEBEBURBUR ACER A MERRTE CDs et PANEER ES 
xb. BPDUEEBCH REGE o Mix HOO REAII UER. TÈ REKINA 
r= tMid ottim (it MU HEJ bl 
式 由 上 为 球 壳 对 过 球 心 C 的 转轴 的 转动 惯量 ，o 为 其 对 过 球 心 C 的 转轴 的 转动 角速度 ; 
为 裕 对 过 其 夺 心 C1 而 垂直 此 梯 的 轴 的 转动 惯量， 8 为 其 绕 该 轴 转 动 的 角速度 。 
AT u= LMa's Jum gn Casino) d mcm BED, RRÉEISABROUSTN X 


T= i Mitt 3 ` 2  Ma* « ( ii ) thm [lie —acos? * cos 8)' --a cos? . sin^08* | 


yl. lmC2a-sina) ð =i Cz MnOELE 1 ma? (cos'a--Lsin! 8. - 
2 12 2 3 " 2 à 


— mcos * coe 6x. 
yak P ug Jude e a EN, 那么 系统 的 势能 为 
YY 一 Mg9e 十 有 By = Mga +mgla—acçost * cosÜ ) 
TH, RADER ESSO 


=? " 
L-T-—V-— ; ( S M-emod is mo! (cosa + L in’ a)8 —macosa * cos8Bi,-- Mga 一 


3 
—mgla — ücostf * cos) 


Bik. mizi HOT 
* 7g». 


-— d OLX. OL-( ` 
Dore aR) 8s | 
得 = [4 3M md, macostt + cost]= 9 ui 


5 LI +1 "2 
( zM tm) xe —ma * cosa * cesh 8 Fg ccst * sinf = 0 


WAS Xe = pna cost ( cosd B —sing 8 i C15 
G3 Mm) | | 

2a d 
Xd BP 

一 q 0L. OL à 
ga =b dit —- ) 39^? 

on 
3 


了 


Toms cosa * sinf= ( 


E n i 3 ' 1 a n F " a e 
得 了 [ma (cos G+ - sin'a ) 8 —macos a * cos Etel —ma * cosa sind 8 x, 路 


a E I. v p . a 4 T "m 
或 ma (cos'ad- 4 Sin q^ t-Emaccsa * sinÜOx, — niecostt * cosPx, — macosüsinSÓx, - 


--mggscos« * sinf = 0 


MU 


po 2 2 l.c. j - 
BURNS ma’ leog a tj sin E) Ë —iia cost * cosÜxe -FzigecostisinO = 0 ( 2 


抬 ( 1 ) 式 代入 (2 ) AFARS 


i , Lua 0i MEM 2213 
SEMED) aaeos tsina) (HM —8imacos cos 0 | pF 


E 
t95acos'a * cosh + sinf? -F3(5M -3s cosa * sin] G 


Bil [(Scos^a -rsin' a3 (5 M --3m) —Dicos^a cos 0] a B -0ia cosi * ggb » sin88s 十 


-FIM H-30r)cost * sinÜ— 0 


Ape ， 


- EET 
Ts 总 y i(3cos*a+sin’a)(5 M-+3m) — mcos acos alag j 
om —3(5 ME 3m) gcosa » sinb 
p a | | (300s a+sin a) 5M 3m) — Smeos 4 * cos ^8 ae | 
一 | — 3(5 M - 31m) gcosu * sin8ge 
e 


BEIM. z {3co5 tsin OY (SM 中 Nn} — 9cos "ücos*8 (9. 


w 


l =3 6M T 3m)gcos" * cose D 
JUPDOBRAMÉEXLS Mormon, e-f, 6— 0, 
KHE De —3(5M -T3m)gcos? * cos 


1 


TR M (5M -F 3m) — 9m cos V cos ^8 | 08 = 


:80 。 


zz 85M T 3m) gcoscos& —cosH) 


BÉ LOM-T3m)(cos a T-sin?*) — 9 mcos tt cose ] o8! = Dl 
—6g(5M +3m ) (cos — cosp eost 


pill. -ARE AmA A AG A EAA 6 RIE o 2g 
Ka ADE:r-—O 时 ，6= 一 0， 此 时 质点 从 苦 灶 出 发 ， 求 质点 后 来 的 运动 。 

解 ， 选 如 图 2, 11 所 示 的 平面 极 从 标 系 ， 显 然 此 质点 上 其 有 二 个 委 山 度 ， 宝 选 Y。8 海 祝 | 
BEST XM, CT, 质点 m 的 到 能 为 


T= m (t o ) 


> 
E 
8 —au qu xr 
UR EXESIBS CIR ERIS 


p! r= mer Tert) 


AXE ACE RADA E, 
Et ERES SABE 
— mngTzin8 


T BARJAR H S130 


L=T -V = ; m Co? 4-075) —iagrsin 


LES E RP I Pr T i 
-e 


BLRHARES ETE 
d oL — 
a Ci )7 ér 
Du mr — me y d-mgsin8z- 0 
Rp r —e« r= --psin8 (1) 
uM AREAS eon WOLAR AH 
( 2) 


r -a"r = — gsinti 
对 应 齐 次 方程 retro RENAA 
À* =u = À 
acis A-— te 
于 是 ， 齐 次 方程 的 通 解 为 
yte ee | 
式 中 c,，os 为 积分 常数 。 册 于 一 ia 不 为 特征 根 ， 记 以 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 为 
Y**-Asinot 


把 比特 解 伐 入 原 方程 《 2 ) 并 比较 上 其 相应 项 的 系数 便 得 


€; 


dif EL. 


=æ Ý 
An 
因 虐 ， 非 齐 次 袜 分 方程 (2 ) 的 通 解 为 


r=g e --c,o ee to asino (3) 
NipcO0H], r—r,, $—0 得 
cioe mY, ( 4 ) 
Ci Ci —-3h (5) 
联 立 ( 4 ) 代 与 (3 ) 式 解 得 
=l, 8. 
CUT fa T qui ( 6) 
e 0n ue (7 ) 
将 (6 3k 5 € 7 0 XR IX C 3 0 武 便 得 
— L wr 5 SUI [i 
r Cy i7 ig ;pe 二 (ro te tj. Uiner 
—n QE up une) m è 3 [ee —,7 998 ) t, £ sinet 


= fa chot + 2 C sinet —shet ) 


912, X ER AOL OR Lm mv! 一 中 aV * A 对 于 一 个 质点 在 电磁 扬中 运动 
HERAA 
m r =s(E+VXB) 
LEXWE--VvQfB-vXA CXRASOI Es gioco. 
WE fiko y AIBR, WA 


L= im ( 25-9 2) —gtP Cx,y, zn) Fals£AsUx,y,2) HA Cx, y, z)-- Aly] 


rem m 
E )- Ox 


d ， op | itm QA, OA, 一 
得 T B. TE +y a ec | 0 


ps n 4.9Ax QA. 3 ,Ax | OA, ， 0A, 1 
Vor UP ATSE ID a n REP RE s] 0 


- 89 , |j (94; -2A OA, OA, 
5 mx 一 一 4 m 8 | 2 ~ ) —àil 8; Bx ) | (1) 


DE SEDE RANE 
di SL) OL — 


dr ah By 


BU mx «aC 


a$- 


得 mi 一- 人 -ah 


同音 ， Pip 


ÓL aL 
£ à; )- ap 
22.499 BAr BA, 0A, OA 
得 mz ag aC at * e -757 | (3) 


将 ( 1 ) 式 乘 Fi C203G&Ej (GOARE WE 粗 加 得 
m(xityjt z=- di Hae j+ Bk) + 


tlp C -Ar ) ..,(BA« — BA 5.) i+ 9A; -ea ) - 


Oy Oz Oy r 
— OA OAs L] ' 0A: P f^ |. QA 
Tt "M By eu FP ) 一 中 人 "AI kj ( 4 
Eh Ec-vec- ie SP e yo 


B pxA- Cs PD a -人 


r=xi+yj+ £k 
V z4-H5]—ik 
WA. Caos n mE 


m r=a(F TVXxXB?) 

故 得 证 。 

0/13, HERRA RHE R xx BITE 
举 标 中 的 弹性 球面 £80 运动 微分 方程 ， 

解 ， 选 如 图 2. 12 所 示 的 坐标 系 ， 由 于 
WERTHERS =A AARE, W Ër 
0, PHREEK Ep. 于 是 ， 弹性 蒜 
MERRI SIBEN 


T= PI Co rto r^ sin og) 


aX Pm AN TEUER n TEES RE 
3138 oxy 平面 为 势能 的 参考 而 有 时， 那 AL UERBO; 


V= —mgz kG- D = — mgr cosü 十 2 R(T 1 
式 中 k 为 搜 强 的 弹性 刚度 ，1, 为 无 伸 长 时 的 摆 长 。 于 是 ， 弹 性 球面 摆 的 拉 S8 BEL A 
LeT-V—-m Cr B $+ r” sin^8Q Dis mgrcosü — 3 kr 1.) 


HARR HOT 


dE " 


— aL 6L — 
q.-—r: Al F; )- Fm 
得 mr —mr9^ —mrsin? 6 ( * —mgcosS-k(r —1:)75 0 
Hp m( r 一 ro” —rsin?8 Q ") -mgcos8 —k(r--1;) ( 1) 
H, HU DDEÉRBHBIZSS 
= dí 9L OL 
二 as )- 8 = Ô 
得 m (2r rotra) 一 mr^ Q sinb cos -- mgrainB — 0 
li m ir 0 +2 "- rQ sino cos0) — —mgsinb ( 2 ) 
iE, Hive» H DE 
u d ÖL u 9L 
079: TA ) aq 
d lor Tom KY 
F- E51 i —( 
得 at in ag) 
pij mz? sing Q-ux (35 


UH, SebxRBER eISRES 7A SU PI WW. 
| mir 一 下 0! —r sin 8  9mgcost — k(r—1 ) 
miro m /站 "sinp cosd) — — mgsint 
mr? sin26 中 -常数 
pll PEA r 的 周 柱 沿 一 平面 无 消 动 而 滨 动 。 往 的 四 心 位 于 C 点 而 DC 一 4 HON 
PATAR ge ALMORA RAKE XLf80 2 SCORE ROBUE Cf 


为 OC 线 与 锅 垂 线 所 成 的 角度 ) 。 在 开始 时 图 柱 为 静 正 ， 悦 所 单 和 中。 
智 ， 此 园 柱 具有 一 个 自由 度 ， 剖 选 四 为 相应 的 广义 坐标 。 E E Zr ACIER EE AE a 


BUD iB». TRAD ABI D. BONS 
CHSEREV 07 

V, AC . (p 
jobQoupHEitA S A DRUE. NES 


2, 13B[z 91 i4 | 
AC —v/r' da. —2orcosp 


Eus ve Cae "m 
| 
Ti BERGEN | 
2^" 


人 


»Z4^ 


fH,.-—mK', Bib, C1 ) 式 可 改写 为 
T= im Ta^ K^—2arcos(P )p ^ C2) 


震 选 水 平年 为 势能 的 参考 面 上 时， 那么 图 柱 的 势能 为 


V —mgir—acosQ ) (3) 
TAE, ERARA H JG 
L—T-V mimir +g +E’ —2ar cos? p ' —mgír —acos(P ) 
HL LES H 77 6 
d , OL ðL 
dt ( aq ) ep 0 
得 "L (ra^ T E^—2arcos O ) 9| — utr sin 中 中 : ^mgasin(P = 0 
Bl mlr? tat K^ —2ar cos P) --marsin(p Q? C mgasinp = 6 (425 


S dP 记 以 (4 ) 式 叉 可 改写 为 
HT 9-975 


ld|:i:,. 9 P-- 
2 10 |r co^ +K*—2ar cos ) P gasin T 


Hie fare Hat HK’ — 20 cos) Ot] = ~ 2ga sinp ac 


利用 初始 条 件 中 一 音 ,时 中 =0 — 
获得 (7ta E^ — 2ar cosp) P ^ —ZagloostP —cos(P ;) 


即 Q:- — 2a(c08Q —cosPo) —— 
Hu (r*+ K^ —2arcostP) 


S15, AEB rn BOREAM 
opan EA i, mz- Me- E 
P 的 物体 ， 起 初 此 系统 为 静止 。 求 当 物体 
下 小 中 离 时 油轮 的 钊 速度 。 

BE EBENE, 
那么 显然 此 系统 为 具有 一 个 自由 度 的 保 
SUR. BOE X Ee RUPES 2.14 所 
未 。 于 是 ， 系 统 的 动能 

了 - 

T= 9 i + ,J uU 
uh LO exo ERTH 而 的 
区 平 轴 的 转动 惯量 ， 中 为 滑轮 的 转动 fe 
速度 。 

由 于 绳子 不 可 伸 长 日 与 滑轮 之 澡 没 机 对 滑动 ， 所 以 


系统 的 动能 表示 式 又 可 写 为 
| —-.1,2P,Q., 1 
T= = ("MX => {2P 2 
4^ g E) ig TQ) 


若 选取 水 平 辅 9 为 系统 势能 的 参考 位 置 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 


V=~Py 
故 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T-V= |. GP-QY* +Py 
Ebo HER 
d aL ) — 8L —— 
dt 8y ĝy 
j 1 "az 
得 j ZP HO) y =P= Ù 
- _2Pg 
" 7 2P+0 
H f dł .£2Pg — 
x P" 2P TQ 
y h 
san 2Pg 
PR | 34d] zo. dy 


从 而 P= -2 Pen 
f 
例 16。. 一 个 均 质 的 实心 球 在 它 的 中 心 含有 一 个 中 空 的 HOVARE R, HAEEREN 
的 半径 的 十 ， 试 证 球 沿 着 粗粮 的 人 面向 下 滚动 的 加 速度 从 好 是 没有 洞穴 的 一 均 质 实心 于 


y3 


En EmA 2,15 所 示 的 坐标 系 ， 那 
AER E C HB AS nO Cx r)e E 
题 设 得 知 球 为 具有 一 个 自由 度 的 保守 系 ， 
故 选 x. 为 相应 的 广义 坐标 。 

CG) 先 研 究 实 心 球 的 情况 : 

实心 球 的 动能 为 

T E "m d. +i Jp 
式 中 mm 为 实心 球 的 质量 ，J。 为 实 心 球 对 过 
其 质心 C 的 转轴 的 转动 惯量 ， HH 转动 
角速度 。 由 题 给 条 件 得 


$h 


图 2.15 


2 [| : 
Je TE- a mr, be =F p 


5 
APr ARLEN., WRO RASE a E A 
若 选 实心 球 的 质心 C 的 开始 的 位 置 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 各 实心 球 的 势能 次 
V:z—mgx,sinc | 


于 是 ， 实 心 球 的 拉 格 朗 日 阔 数 为 


Ls=T—V = > . ni TT mgx.sina 


Hi fé ErBI H2; FE 


得 mx, —mgsina-- 0 


故 有 xe => E sinc 
Cii) 其 次 研究 有 空 究 的 中 空 妹 的 情况 ; 
EX CORRI SIRE ON | 
iI apl "2 
T= mn 十 六 ye q ( 1 ) 
Am 为 空 穴 球 的 质量 ， 鼎 ,为 空 究 球 质心 C, 的 速度 ，7., 为 空 穴 球 对 过 其 质心 Ci 的 转动 
册 的 转动 惯量 ， 中 1 为 其 转动 角速度 。 
Bm 表示 半径 为 r = pr 的 球体 的 质量 时 ， 那 和 


22 2| å ru 2 
Ja pm p r (2) 
BERA o 
" 
m’ pr 3 Xr "d : 1 
"nmt 站 à sr 


式 中 p 为 球 的 密度 。 于 是 ，《 2 ) 式 可 改 与 为 


2211 1,l 2:2 9, 
Ja 一 = 1 ^ ; | nir 5 mr 


AX BUE m, -m-m'— Lm, ža =Y] 
国 此 ，《 1 》 XX PE 
_ L712,3), .11,1 og 
T= > (glo "a Móa =y" gg min (3) 


车 选 空 穴 球 的 球 心 C 1 开始 位 置 为 势能 的 参考 位 置 时 ， 那 么 其 势能 为 
-87> 


V= M; gxr Sina = 一 1 ng X, 51n€ o - (4) 


& 
Ti, FRR A PRI 
— 1 10 .. , 1 101 04 5, 
L-T-—Vz--.—.- i Li = hr =- 一 
2 miim gxatsint z t gp min -+ ; mgxasint 
HRR HAR 
d; L ðL 
(v y. — å 
di 62. ^ Ox 
4 100, ?i E 
但 80 MXit Q "asina: € " 
n eL 807 in — eina 
p KEL $«101 g Sina 10] E SID 
- TURN 
! x. 10] 5804 gg 
因此 "o mE oco a 
5 : 101 
Xc t g sine 
了 
得 证 。 


例 17。 两 个 学 行 而 非常 吾 近 的 光滑 永 平面 间 旗 一 个 质量 为 ms IER, ARR T- 
MERATE m ATF 过 上 平面 中 的 一 全 小 孔 ， 漠 子 的 A 一 器 Xi ono UJ 
球 ， 此 小 球 放 于 上 平 商 上 上 。 在 开始 时 ， 带 被 拉 紧 ， 而 小 球 m TIEI Saib, JPA 
得 一 刁 直 于 强 子 迹 度 kt。 窜 两 小 球 沪 质点 ， 且 路 去 尾 铭 阻力 、， 试 状 C10 PERRET 
Eam AATE; (O 在 运动 开间 内 组 中 的 张力 。 

解 ， 把 郴 个 小 妹 与 绳子 讽 为 一 个 系统 ， 显然 此 系统 为 县 有 二 个 让 南 度 的 保守 共 ， rl 
Wr 0 为 相应 R X Sen. TATRIK, WARAH, BD qcCRENS a 
速 庆 7 与 mm 小 妹 的 速度 的 数 人 是 相 同 的 。 玉 地， 系统 的 动能 二 均 示 为 

T= i" ( Pp Pies 
NEN i 1 +2 
=; (mi Fm) tomir” 0 

车 选 下 平面 为 势能 参考 点 时 ， 由 于 商 : 
平面 尘 得 非常 近 ， 那 么 系统 的 势能 为 八 。 
因 了 此 ， 系 统 的 拉客 朗 电 函数 为 


1 一 T-Y 一 六 mitm, jp’ + 3 mir’? 


Ze 16 


由 拉 格 朗 日 方程 
dq 9L, OL. 
Tor it Or ? Qr 0 
得 (m, Tm, ) — 8 =0 ( 1» 
Bi PLEBE BOTTES 


=A a 


,70 — - 一 —A oc 
TUUM dt aa 6g ^9 
å 2 Yo ` 
得 gi Uu» 0 


即 mr! =o CER, H2 45 HERR ) 
由 初始 条 件 得 
c—g*muu Pa 
TUB mir — 
或 者 r28 一 at 
jE£ 2 ) 式 代入 《 1 ) 式 得 


LU 95 or SER 
(m, Tm.) P PM 


TII 
Tat 
~ "F 


a" y | , 
E^ 一 HY 一 下 Ba, m6 那么 (3 ARRIR 


mi Fme dr 
dt n'a 
dr 六 
T r n'a? 
TR f isf Eir 
0 - 
即 得 Cap Y 
ni d 6 == aM 
或 者 iA Slc pe 
Ey. dr C t 
ma Yi = fre 
ü p? 0 
下 有 vr 一 gt L 97 
或 者 raypt ta 
iB A ) 式 代入 (2 ) 式 得 B 
z gu 
8 — ae 一 一 -一 
n t? ta’ 
0 i 
6 =| -A 
Pp j d J iie: dt 
H p=. (H 
MEE „ arctig a? 


TE mucMRIGISZ HERK 


rfa 
1 
-_ a 
aa, 
a 
F -" 


AE 


C4 j 


| 80 二 


rey gig? 4-a! 
NEP 
, = -Arotg ( a ) 
为 了 求 得 在 运动 时 间 内 绳子 的 张力 f RHEE Am 小 球 的 运动 。 前 面 已 经 建立 计 


mi 小 球 的 动能 为 T= Emr 
此 时 ， 对 庶子 广义 举 标 + 的 广义 力 为 jp。 故 由 控 格 月 日 方程 


4 1 eT. 9T, 

di 7 
18 mar = j ( 8) 
We C 4 ) 式 对 时 间 求 时 两 次 ， 面 后 代入 (1 ) 式 便 得 

j = ni 


_ 便 18， 若 音 扫 的 基 捷 点 0 以 匀 加 速度 o WREN HR Eze, W 其 捆 动 周 期 内 


2r i 试 证 明之 。 式 中 t DRENA, 


A. Xe 2,17 所 示 欧 坐标 系 ， 那 
4X O 的 举 标 为 (0,y ); ERE 
IA C iyi)» Bp 

人 sin? 
yı =y— ticos 0 
HR | xi = 1 oos € 
y, = ?十 lsing 8 
由 此 可 见 ， 此 系统 具有 二 个 自由 度 ， gos 


y, OARE XAR. TX AAN 
动能 为 


E 2.17 


=im { xi “十 y, ) ~ 二 ( y! 2L sin y HHE) 
车 选 0/ 点 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 单 摇 的 势能 为 
Vzmgy- mgicosd 


因此 单 损 的 控 格 朗 日 函数 为 


LeT-Veim (y? 十 21gingy LU») —mgy t melcosd 


Ede HERE 
d ,9L. 8L 
q= yi di 09) yT. 
1s my micosf* t mitintÓ --mgz- 0 


s90» 


把 y=a RALEA 


a--icosd8^ + tsindd+g= 0 C1) 
His BE B ZUR 
d .gr GL 
q:— 81 a anr a a T 7-0 
dt a 8g 
得 mV mi cosP8 y +mlsinðy —micosĝy 8 -mglsinf— 0 


把 y= a 代入 上 式 便 得 


18--Ca-- g)sinf— 0 
当 #8 很 小 时 ，ing 一 8 ， 故 上 述 方程 可 改写 为 


ro g— 0 


MU, maii = = zay 一 得 证 
例 19， 如 图 2, 18 所 示 ，x Plz JUR IL HERE DSL EUH TETTE, ELLE TEX e 
绕 坚 直 灿 > 转动 。 小 环 A 和 8 的 质量 均 为 m， 可 以 分 别 沿 x 和 z 轴 滑动 。4B 杆 为 轻 刚 性 
H, KEN 2g， 小 珠子 C 的 质量 为 4Y， 可 党 A&B 杆 滑动 ， 不 计 摩擦。 取 广 义举 标 为 8 和 
§， 求 系统 的 动能 。 利 用 拉 格 朗 日 方程 证 虹 ， 仪 当 
gat m ÉD, (Mim) «- Mm 
Rf, 稳定 的 运动 
= 0, s= 4 = H% 
才 晤 可 能 的 。 
AM. 由 图 2.18 所 示 可 得 


x47 2asin£ 


z}™ 2acosó 
xc la+ E )sinð 
ze™= ([a— E )cosd 


故 有 
£47 2acos8 


+ 
237 — 2asinĝ? 


tem latë} costó +E sin EB 2.15 
ic —(g— ë) sinô 一 Ecos? 

于 是 ， 系 统 的 动能 为 
T mia tatxa) y mia + jMGe tic beu) 


* 91 « 


] TJ i 
-一 5 mida ees PE Ces dg sin Zo + -ig sin S on 


HMC T-E)costd 4- &sin8]" - C — (a — Esinti Ecos 4 


+o lata aint. 


=p mUa’: -Fa e sin 0) 十 了 Mi[a^ 4-8 --Za£Ccog/0 —$in^8)]97. + 


= 
1 


+G? -Hasinf «cosP? cto (ate) sin P " 


= imta tsa aj sio 8) + » MUGa +E + atebsDE 90" + 


l 十 £t po sin268 £ --e' latë) sinp] 
"t Ytox4 A S BEBISDAC OLEI. 3548 SED SEEDS 
V--—5ngrg—Mgze-- —Imgocosf —Mgia — £)oos0 


ML, SEP SES BUSES 


1 


L-T-V- Lm (44:8? -- Ag e'sin 6) + L MICHE? ^-Zafcos20)8* +, . 


4- E° t Zasin?68 2 Eo (a tE) sin 0] 4-2nigdoos4- 


c-Mia-E)cos8 


HECES IUE: 
d ÖL, ôL 
4 一 8 d (Sy eye o 
dt gg 
得 d fnna IAM 8 2a8cos20)0 + Masin?B £1 — 


— [oma wm 2sinfcosf -- C 一 Ma£8* *25in28) -- Macos28* 206+ . 
--M&^ (a 4-8) sinÜcos? — JingasinÜ— MgCa— £ sinf] — 0 


t 
gè 
LJ 


Ama! OF Ma 8 p 2280052000 --M(258 -26Ecos28---2a8( — 261n28)016-- 


rri * v Uo ai ， " t4 a * 
-- Masin28€ d-2Masos260.d — 2ina © sin2^ --2Masin2820^ -- 2Mdcos20B6 — 


~ L MlatE) msing + Zmgasinð+Mgla —£)sin8— 0 


兰 吉 二 0，  6-cC—HO3RI. NEA C 40 式 将 变 为 
(dmt MDa € singt CAm-T- 2MD gasine 
BI Flin d- Mone coso (4m c -2MOg 
wA (dmn FMOaeicost— C2m - Mg 


Zo brit 93 HOTTES 
d,8L. ÈL 


q: 一 上 di ( de ) "8s 7 ) 


3 hs 


C 4 ) 


AN d paps ， 各 , 207 
TE 3, ME  Masin286] — MIE- cos2955 - Mé£a-bé rs gi FÉ EMgscosD t 


a ME -- Masin28 0+ 2M ccos2007 — ME --icos2808^ -- MG 2m? cin 0 -1 

T MgcosÜ — 0 2 j i (6) 
+d" — n a re ap 一 
4,870, 0 =a= kEm, 3944 € 6 28V HT ZETR V; TN 

l.i. 
ı . gcosa > E 
ga” =9 MEM io (T 
sin a . r^s 7v l : ? 


RC? )G MALA C 5 RE 

Cim +M etg ü-—2 -FM 
Rd 4m tM= (2m-+M)tg a BEEN 0. 68). 
Wu, Hire l 


2 Im gcost 2 t-- "a 
om CM+2m)te M4 ni i 
时 ， 稳 定 的 运动 07 Pod ] 
£—(0, 9 一 0 一带 数 和 - 


才 是 可 能 的 ， 得 证 。 
6420, C, LR UE OU EU LIP LO, BEERA Dar. nu. WME, 199) 

m, Xin pBUD-—dHCRCDADICHUADSRSEUCAS, MA AR EE o BE A 

DE ipu [NEN EP ELEEBTESUI ERIT ARE P ENN t Ej C EAER 

SPEDEESOiR4 9 5836 ) ， 求 : CIO 两 个 网 柱 的 甫 速度 o Mon (2 ) BITEBIS TOO; 

THER. vo. roe | C 
解 ， 此 系统 具有 两 个 自由 度 ， 故 让?:， A Xd. DXAXb RANDE 


*, i * ， - 
TIAS maya tp C7 


六 中 了 JAMEY O, WEHT t, ; " 


L 
Hea ARRE a JBE 0 ES, 
MABRE MRSE, S: AN 
EAER., 90. 的 速度 ， HEI 
Al : , . 
jr Ptr Pe E 


E = mr ^ 


J :一 ; Marz” 


Ahm WAREWER., TE AERIS . 
能 表达 式 又 可 改写 为 阳 2.19 
pra Gi - $9) C t2 


rm 
1 


PE 
Dm Pt my 


JExEO | 水平 轴 为 势能 的 参 淮 点 过， 那么 系统 的 锋 能 为 “ 
* 53 * 


= MY, 


Hi, Rari H aAA 


LST-V-— mas 9. my my ri + magy 
PEDE: 1 Mz EE 
= d vt 、 eL 
Qi ys PAF TAE Dy, S 
得 my: tim. i-r) mig 0 
2m»cimr, Pi -mag= Ü 
X Bi B HZ 
4 (0L, 0L. 
4:79 4 dt T OF, 
得 jmn'$; my roro 
Wn Gn, tmr, my = 0 


把 (5 ) 式 代入 ( 4 ) 式 得 
(3m, +2ms)r1 9 ,2m,g 


EM mag 
SUR ud i (3n, -2m,)r, 
把 十 式 积分 一 次 得 
5 2m;at 
P.: (ám; + 2mi)ri ud 
由 初始 条 件 1 二 0 时 9,—018C,—0, TA 
| e = mgt —— 一 — 2P 22 
! (3m, T2mi)r. (9P, +2P, )r, 


把 《 6 ) 式 代入 ( 5 ) 式 得 


y = 2ms(m, m:)g = 2(P, t P;)0g 
: (3m, -2m,)m; 


3P +2P, 
将 上 式 积 分 一 次 得 


Y2 pr, TO 


HTHS = 站 时， Ya 一 0 wie 一人， 于 是 


Jj — 2(P, -P:)gt 
' 3P, --2P. 


(2) 


(3) 


Mam k 


(4) 


(5$) 


66) 


(7) 


( 8) 


(9) 


、 > ZP, +P) . 2P.gi —  2P,nt 
所 以 P:S iP Pn — GPSPPIPOR. GP +P C10) 


MO, FEIER 


£ í 
= — (° XPBORPOgt (PP gt 
S f duda) ECCE EE CETT 


例 21， 两 根 各 长 L.S EIEMEmIOITPACH BC, Tuita SENE — BL sd 
线 02 不 受 摩 氛 而 清 动 ， 并 可 绕 此 直线 而 转动 ， 二 杆 在 C DESEE. 如 以 角 下 二 
ZACD, ZXiOZ5ü i548 e JEJE INZ— OD C D 为 48 线段 的 中 点 ) 为 参 变 数 ， 而 在 开始 


B, Q—9, 6—0, ZeZ,, $—0, 6 二 0，Z==0， 试 求 此 系统 的 运动 。 
S. 若 把 杆 AC 与 杆 BC 视 为 -一 系统， 显 热 此 系统 上 共有 三 个 自由 度 ， 议 选 各，#，2 
为 相应 的 广义 坐标 。 那 必 其 统 的 动能 为 
T =lm[ (2 - Lost 9) Cain PPI H eog) o] 
imt tios? 9$) 4 Co ain  9)* C cos )6*] 
mx loe * ; 4 co pe! 二 nz $E osi eo] 
Mim FETU. $ 220 Pt V sin: v e tI eos 6*1 
-imUrs E IER 
若 选 0 点 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 


— mgl 1— gin? ) m. sin P )m — 2041 


FE, RADR KKH 
LzT-V mi ZR + 上 9 Eon! pe: ) -2mg: 


由 拉 烙 请 里 方程 
—- d (OL OL ., Ü 
g,—n dt Oi Bz 
18 Imz —2mg= 0 
m m 
积分 上 式 便 有 


iig CC 


Hag t= 08], rmm d—0 
得 上 一 0， C, qd 


z= n 4 1 ) Hi Z gt 


出 拉 烙 遍 日 方程 


óL . 
G 
Art ES — z 
1H E ymi COS :中 6 ) 一 0. g EH 
Jo > "U'ons O 6 =C, 


HARR =o PPa 9-6, HE 
C: = 2mP'cos* ph, DENM B 


TUS — cos Q8-—c05' 6, | 
E BH B AERE | 


i ,OL G 
g= P: MeL 
T 
得 snig p T TL cos Dsin p8- = 0 


«(2 DERA C T WI 


Y teos *sin (P € vos, Xp ps =Í 
à » COS p 。 


Bn (D Lees. s » sinp — 
P teos Pi cos — P 
sinp. 0 


Qu — QgQ-cos'q..0,* CE 
cos qp 


p. Coo. £O gag 
BRL d= -eos De sing "m 
J F j cog’ ( P 
: P, 
Pd ] ° c 1 ! à 
45 ED -= 一 一 gös :D ,g £ i cos 9,8, 
2 2 o! 2 cos" (p 
m e _ cos (p oO NEL" 
NUR p oo0s y eos P — eos* (p, 
X 
eos Qa. 5 
- v . T ; XM — castp c* d£ 
A cos? (o -cos^ (p. 
yi) a spia 
v'i—gin'q oit Q, 
w -nur aH 1 J Q) » 
PK UY 2 sin E -一 oos udt 
" 1 Th "E Hi ising F f > 
Her kake 6M = P cosh’ 
vg Bin” *"Q -sip [n uh 
"mE sin a 
Ty -are geu C 5 3. ) —eos WV o0: 
"n in "xl 


+ 0g > 


即 ceos( 一 cosg bot) 一 -an 
sin(p , 


或 者 —— sinQpsin(p,*cos(cos(? ENT 


由 于 9 一 e: s^q 2. Bir EJ dà = cos" ea 


积分 下 f a= f u cos p dt. ME 
0 1—sin’ scosi (cost n 


E f COS dicos adat? 
0 1—sin* Qum Cosg slid 
出 积分 公式 Va: Fab 
"m x - 元 Vr LEY ab. 
& C5 )X ux 


DSPs arogl VE Sin E oeg 6. 
一 vi 一 in Ig: arctg[ sin, & cos 中 ， 122 


tgx) 


= ] 
arctg D j -tg Ceos p TAX 


] » 
g— u 
HII tg Sos. tiE cos (D à 08,1) 


$/22, BEN EBEAEETS Ek 
FERREE O 成 中 杆 之 
ANIBUEE BUS a. PZA mE i A 
M 的 质点 ， 样 之 另 一 端 套 -一 质量 为 m 的 小 
环 B， 小 环 可 沿 杆 无 摩擦 而 滑动 。 开 始 运 ， 
动 时 小 环 B 为 静止 且 距 0 RSEREDU ros 
杆 的 角速度 兴 w. ， ARDE E 相对 于 杆 
子 的 速度 w， 关 导出 小 环 轨迹 在 极 肉 标 由 
的 微分 方程 式 ， 

Ha 由 于 出 系统 其 有 二 个 呈 由 度 ， 试 
人选 r 8 为 相应 的 广义 坐标 ， 如 图 2.21Bj 
示 。 于 是 系统 的 动能 为 


T — Mab: +3 mli? r8) 


若 选 xoy 水 平面 为 势能 的 参考 面 时 ， 那 么 花 统 的 势能 为 
y = 0 | 
lf 3g BERG prs B3 Ei ELI 
L-T-— V = Ma* T t, Qm. 十 产 A?) 


BARS AJTE 


(4) 


( 5 X 


( 6) 


L d ,OL. ÓL 
qi= r a ap T p ^ 
得 m G- r8^)— 0 
gi r— TIRE 

由 拉 格 朋 日 方程 
d ,O0L. OL 
qi= f —( “一 三 一 二 个 
2 t dt 88 Op 


得 ~ AMa* tmr)0I 0 


T (Ma! --mr/)8-C (常数)》 


由 初始 条 件 :—0Hh rro O=, 


WHE (Ma’ + mr^)8— Ma? tmr ^), 


把 ( 5 )》 式 代入 (4 ) 式 得 


ul _ r(Ma* + +mro Jw” -TN 
(Md T mr) 


Hy r= £ 所 以 上 式 又 可 改写 为 


Fd? (Ma! mrV ) 0" 


u F 
于 是 | us (Ma? --mr,?))9, 7 
0 


rar 
( Ma^ T mr^)* 


roar — 
(ma^ tmr y’ 


得 CC 三 (Mo tmr), 


d(Ma* + mr?) 


NET 22 | (Ma! +m’)? 


A d i lI BELLE 
故 得 2^ 2m 


Ry 


" UMa" mr’ 


2 r4 À 
( Ma tmr”) E 
g (Ma! tmr Oos" 
u = ————————^-—— 
rd 


, CMa” "PPP 


1 


- 


Do Fa" =) 


u — 
7 pA 
ux 03V —.———ír ry) 


: dr D Ma” ?lmrst 
出 于 dt 4 7990 Y Ma tmr 


-一 一 一 


(Cr EMEN 


PT = 9 y Ma, mn (Cr? —r, T 


a! T mp 
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上 起 便 是 小 环 轨迹 在 极 举 标 中 的 微分 方程 式 。 

例 23。 一 辆 质量 为 M 的 供 有 路 平 华 ， 在 平 直 的 铁 轩 上 能 沈 摩 毛 地 向 前 演 动 。 开 始 时 ， 
平 车 上 静止 地 站 立 着 质量 均 为 m 的 N 个 人 。 

( 1 )。WN 个 人 协调 一 致 地 路 向 车 的 一 端 ， 他 们 愉 好 跑 离 开 夺 的 时 候 ， 相 对 于 车 的 
XR HE An) C 所 有 的 这 些 人 的 延 同 时 离开 车 的 ) 。 计 算 当 人 人 跑 离开 车 的 时 避 ， 车 的 速度 。 

( 2 ) 。N 个 人 是 单独 一 个 人 跑 离 开车 以 后 ， 接 着 另 一 个 人 跑 离 开车 的 。 各 自 答 好 
路 离开 车 时 ， 相 对 于 车 的 速度 为 mw。 求 车 景 后 建 度 的 表达 起。 

(3 )》。 和 (17 或 462) 的 情况 下 ， 那 一 种 使 车 达到 最 大 的 速度 。 

ME. XEXDOYER)EDUGCIT AS DL SEES) y SHRWCTO ROS RU 而 铁轨 为 x 
ti. 7718 3n E[2, 22 BER. 


y) 2.22 


( 1 )N 个 人 同时 以 相对 速度 yw 跑 离 开车 的 情况 ， 若 把 Y 个 人 与 平 车 视 为 一 个 系统 ， 
显然 此 系统 具有 二 个 自由 度 ， 故 选 人 离 平 车 的 左 端 的 距离 x 与 平 车 质心 C 的 耸 标 Xe 为 相 
放 的 广义 坐标 。 于 是 ， 系 统 的 动能 为 

T -iNm-io IMG 
X XEO OS SSSE RU SOR URBI, WARANA 
V 2Nmgh-- MgH zz T 
式 中 h S ABO GDRS SEE OLERE TABELORE — E; HADIEBUDISNE, 
PRICES TR HA ERTEN 
LeT-V—iNmG-XO' MXc 一 (Nmgh+ MeH) 


由 拉 格 朗 日 方程 
dt Xp OxXe 


* 09 * 


tU NmG- Yo MX 0 

an -Nm HMEN M YeR E C ARAARA AE), 

出 于 开 巡 时 系统 处 于 静止 状态 ， 即 r= 0 Bf, 2-— 0, Xc- 0dUB 
—Nmi-cOM-TNm)*e-0 


ell X C 7 x. 


Tat HNA BE ELDER P BO Ee TEBDIETIBUSEHE X 
P Nmy, | 


M+Nm 

€22. NN 个 天 申 是 一 个 接着 一 个 以 相对 速度 y 跑 离开 车 的 情况 ; 

(i 第 一 个 人 雇 相 对 速度 v, 《其 余人 不 动 》 跑 离开 车 的 情况 : 上 共 把 第 一 -个 人 与 
(ON-10^- NR EBUS— X55. 他 然 ， 此 系统 共有 二 个 自由 度 ， 帮 选 第 一 个 人 高 平 
TAREE Eg CN — 0 AAE TEAR AER Xn- 为 相应 的 广义 航标 。] 
是 ， 系 统 的 动能 为 

Tm + MHN- Dm] 


先 选 O 点 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 括 能 为 
V mgh-c UN — Lmgh t MgH =N mgh + MgH "ERI 
Bue. 3&56B)fu BH EI RAA 


LeT-VeimG- $4.02 I (go (v Tim], Ong MgH) 


B po E BR ELT CORR. 
d, 9L ôL o 
dt OX ， OXy 1 


得 中考 一 中 (和 一 着 OHERIMON - DmiEw }= 0 


ak d (omi UE Nm) Ýn} = 0 


TX —máitOMT-Nm)X,- EE 
由 于 开始 时 ， 系统 为 静止 状态 ， RU t0 Hj, i= t Ýn- = 0d 
-miTOM--Nm)E,.-—9 


WO Xs NR 
Bii, AUD A nU AARNE, FAROER 
Vni 一 MANC C1) 


(ii 第 二 信人 及 相对 速度 《〈 其 余 的 人 不 动 ) BURCE RIS HRS GENUIT AE 
(ON —2 ) t AJRUE E18 I — RR E. 是 热 此 系统 具有 二 个 自由 度 ， NOR 个 人 离 平 车 
的 左 端 的 距离 x 与 CN 一 2 个 人 和平 车 所 组 成 的 质心 坐标 Xy- HR X s. T 

» FOD » 


T 3R PV d] E y 
f ， ， ` 
T = pml- Xy. TUM T 23 h- 
各 选 日 点 为 势能 的 参考 位 置 时 ， 那 各 系统 的 势能 为 
V —mgh-c-N —-2)mgh 十 ME 下 一 常数 
ERE. Sed dE BH DESCRI ECCO 
L-T-V =i mli X DE TEM X + — (N-1)meht MBE 


9] HOREBH H DRE 
d aL ƏL 


at Oky Xaa T 
得 miom Xy- HIMEN Lm] Xy = 0 
或 M -mE tEMHIN —1}m] X- =0 
于是 一 mz 中 [M 十 CN Dm) Xy m CHOC C SEHOIESIESTTR ) ， 
由 题 给 条 件 得 
C=[M+(N— Dm1X,., 


， ms 
所 以 Xy =n a ua 1)m 


Bj, 3B AUAA E E zm BREROTTEN, vac prit oo 为 


nyr 
DV HN iym C2 ) 


pi pas fé, LARA LLL S s RERO AE 平 车 所 获得 的 速度 为 
mv. EN 
Vos 329m 十 MELIN- (N—1))m (N) 
把 上 述 的 (1) 式 、《2) 式 、…， CN ) sme 


B or my, 十 nive ped Mr o 
N-TN 一 TESTAA MHIN — Om MEN -2)m Mi [N —-(N - 1) jm 


-Y MiV; on 
g“) MT 十 nm 


C3). ERII). (2) EF 


O Mir Nm mV. 


Vy 一 Xo Miam ^ M+Nm 


因此 ， 同样 以 相对 速度 Yi， 个 人 隐 离 开车 后 接着 另 一 个 人 由 离开 车 。 BN Ap A] ES 
离开 车 ， 车 所 获得 的 速度 大 。 由 大 小 为 
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$ 2-3 能 量 积分 


一 、 广 义 坐 标 中 的 动能 囊 示 式 
假设 我 们 所 研究 的 质点 组 是 由 个 质点 所 组 成 ， 受 m 个 完整 约束 ， 其 约束 方程 为 
£1, 2, ^, m 
frst)= 0 ) 


k=l, 2, , N 
那么 质点 组 的 自由 度数 为 3N 一 m =n ARIER qiue qos cs qa JARWI X6 
标 。 于 是 ， 质 点 组 的 第 & 个 质点 的 位 置 和 天 知 为 


r =r Got) (i=1,2, n) 
而 速度 为 
v= S - LN 1 + ( 2,22) 
ju i 
所 以 质点 组 的 动能 为 
N N 
T= Y: meV =E oma Ca Va) (2,73) 
ke: Aci 
jg (5,22 ) 式 民 入 (2,23 ) 式 得 
Or Or 
Tz 2 ; "E FS gi +2 boc FU P 
将 上 式 展 开 得 
N B n a Or, 
r-;bmMY [dE x aj timi E PE 
a | “j jo) 
poe Ora .ort 
T3 a Ot 
AE XRcK RH X HP (8 
1 S N T Br 0. a N ör; Brn 
T=; 二 之 (X "^ Og, a, jiti EG "E a EJ i)a + 
1y% Ort Ora. (2,24) 
*a(X ME Ge Bt ) 
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bi 
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M 
3 
A 
Q 
S | 
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e = 


那么 ， 很 显然 oj 5 cci ERR’ do c, 8 与 时 间 上 的 函数 。 Fie, (2,24) 
式 可 改写 为 


1 ,Lm ,Ll 
T zz 2. aiii; 2. bij) tze ( 2,25 ) 


Ub, RAShA hE SIXTI AEEA DAAA, UT, Æ 
mua 第 二 部 份 是 关于 广义 速度 太 的 齐 一 次 函数 ， 以 了 志 示 :第 三 部 份 是 关于 广义 速度 9 
HAEREA, UTi dex. MA, (2,25 ) ALTERA 


T=T:; 4T, +To (2,26) 
HAH ERRE 
L=T -V 
而 县 Y 盖 人 9 人， W 
L=L, +L, +Lo (2,27) 


区 中 La 一 了 ，， L, =T, L,y-—T, -Y 
若 所 研究 的 质点 组 所 受 的 约 东 为 稳定 约束 时 ， 其 约束 方程 为 


mese Niao 
那么 r&—ra(qD (i—1,2,:,n) 
E ig HII 
故 bj0,c-0, TE, (2,25) 式 就 变 为 
] 之 区 
T =2 2 i = T. (2.28) 


四 稳定 约束 的 质点 组 的 动能 是 关于 广义 速度 和 EUER SIC. 


二 ， 拉 格 朗 日 方程 的 能 量 积分 

从 前 面 所 列举 的 例 是 中， 我 们 可 以 清楚 地 看 到 由 于 拉客 朗 日 方程 本 来 就 比较 简单 ， 
记 以 求解 拉 将 并 日 方 径 也 比较 容易 。 然 而 ,在 一 般 的 情况 下 ， 往 往 拉 格 庆 日 方程 的 等 的 生 
比较 复杂 的 ， 四 而 给 近 格 基 日 方程 的 求解 带 来 很 天 的 困难 。 为 此 ， 我 们 力图 可 报 在 和 A 
洋 的 条 件 下 可 以 得 到 搁 格 朗 日 方程 的 首次 积分 。 于 是 ， 我 们 在 下 面 就 介绍 拉 格 朗 日 方 共 
的 能 量 积 分 。 

大 家 知道 ， 牛 顿 第 二 和 证 律 

a 1035 


d lium 
"Tii 


HJ NEL RSULSES ROERBt, BOR GEdE EXEOEHRUSTRGNTI ET RE HE E. 
vt nv) Ey 


由 于 v = 一生， 故 上 述 式 子 可 改写 为 
v S (my) c FE 
tE RE vli mv)-F dtr (2.28) 
ORE, BE-—vV, m8 C2,29 ARRERA 
dCEmv? = -aY 


即 a my tV) 0 


于 是 | TT 二 VY=C (常数 》 (2,$0) 
式 中 T 为 系统 的 动能 。 (2.30) 式 就 是 机 械 能 守恒 定律 。 | 

在 2 一 2 里 ， 我 们 曾经 指出 过 ， 拉 格 裔 日 方程 在 分 析 为 学 中 的 地 位 与 作 册 ， 相 当 
Jr — seqq i epi EB. BUG, TUS BOTH RUN OC P HU RE 
ET. 

与 上 述 的 牛顿 第 二 定律 的 能 量 积分 求法 相仿 ， 我 们 将 完整 保 Sp 组 ARE OT 
(2.21) 式 的 笛 端 同 乘 上 广义 速度 9， 而 后 对 了 求 和 得 


BL q 
> liG an? à -sh]- 

A Zyd er 、 9b ^ ÖL ja 
25(4 605, 7? 785,7 ag, ^] 0 


或 Aca )- (872 (Su) = 0 


(2,31) 
NURHDADUH RERISRGR AUMIRD p, M 
LzeLGnm d 
HT RIO (2,32) 
那么 (e di 52 L oq) 


jm (2,92) 式 代 入 《2.31 ) 式 得 


BERA 


a 104 


Dejr h ( 2,33) 


lw! 


式 中 ?为 积分 常数 。 


NTE-IBIDE Co, 330 stir aon, Ref T ca 
WE d xis xoc PIA n KBR, BE 


y 


ðf 
erg, Tl 
Ar. HF L=: $L tL WE 
”OL 8L i 
2,865 di— Diega L, yt Ya ( 2.34 ` 
Lai! imi ' E 
HR XRIS E Bur OX IBS E RES 


2 Seien cL. 


ium 1 


CER, (2,33) IEA 


2L,-FL,— (bi tL, tL) =h l 
《2.35 ) 
由 于 LQ2T., Lo=To V, BU i 
(2.35 ) 式 又 可 表示 为 d. -— " 
Tj;—T,-T-Vz-h / 
(2.36 ) 


A 


上 式 便 称 为 广义 能 量 积 分 或 路 可 仇 积 分 ， 
当 质 点 组 所 受 的 约 来 为 稳定 约束 时 ‘ 划 工 ， 
a0, Tu), 3545 € 2, 56) AAEN. UT 


Ts Ty =h ( 2,37 ) A 
icit REED DO MOIS DU RUD. EL 0 mua 
RESP TE AERE. W^ 


DIL EAXOGEHRRIEENUIT LEEA. 
gu dehnbd2 PERAE ARERR ELARA OSEE b 
Eque - PEKRE AE RR. PUI AAR sie ga HEB ko 110:38 50€ HET 


0105 * 


由 相对 运动 的 速度 公式 
v= Va + e Xr V, 61») 
48 A 3&1 E BSEC H 
v=0k X Gd - y]--zko Gl 2-2] - Kk? 
或 yvG—0y) TG ox)]H-:k 
因而 人 造 地 球 卫 旺 的 动能 为 


Tm [C-u FG 2] 


atm’ ti ti) +mo (xý yi) Imo GH +y?) | (2) 
于 是 
T= im Tj) ! 
T,-—mü(xj— yt) | 
T,= me (x y!) 
Wi A E XE RR TIE E SUBE 


BL. AGÉGEER ILE BER H ARA 


LT—Ve ms’ tu a) meltxy— yi) timo x^ y^) 


BRUM 
t ab y ER 
JA Ex LBS RARIUS IB LO S Ar BER]: BIDL AGER TUERI" LUE RCIRAHTETE ELO 
l , ， .2 d uf. 2 Me 


现在 ,我们 进一步 来 探索 上 述 大 造 地 球 卫 旺 的 广义 能 晤 积分 的 物理 意义 。 
党 考察 ( 4) 的 第 一 项 ; 


Toup FP) 


显然 是 卫星 相对 于 地 球 的 动能 。 
其 次 ， 为 了 考察 ( 4 ) 式 的 第 二 项 ， 我 们 先 着 看 如 下 的 事实 ， 由 于 地 球 的 目 转 所 产 


生 的 大造 卫星 的 离心 力 的 势能 为 
VED— -| FxE*dr 


=—| -Em o XCoXxrJ]* dr 


. rF} 
== me’ | xdx ydy 
o 
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一 -i ma^ x^ ty”) 


因此 ，《 4 )XmiB SHUT RBS B EEBPSDENLAGEOREDSU 离心 力 的 势能 。 和 至 村 
C 4 0 SXBUS COCA ER TRE 35 JAE. 

HERE, TONISPLNEABNUNSE, EHEHE, HL 
BRBERSPIH, HUN EDIMERDpDIDXGABESRENEGrU. ER 
HETE, 

BIZ 素 特 调 速 立 由 四 根 各 长 EARNE OA, OB. 
AC, BC, Wi HE m HIRA, B, Ruinen SE HIS OZ 
而 滑动 的 ， Hm MBUGSCHDHUS, TFRUJNEEEXQO. A. B 
Hog ges, opas. TATAE 02 轴 泡 摩 擦 市 
Ma. BEARRIK AAA P= BoRS 
HRA 6 AAR, Fikk AA DER. KAREAR H 
面积 积分 与 能 量 积分 。 

Ws 由 图 2.24， 记 水 可 得 


z= 21cos P 


MU — n -—2sinpQ 2,24 
gAubxsHd LMeBIBES EOEQ83 3 044. TE RAWA A 


了 一 了 。 intl! Ht sin Q 9 *)* M(2lsinPP)’ 


=} 22Min! qr $4 -a 2mp sin po? (1) 
Jexb OR AARS AR, MARAEA 
= —2mglcos'P — Mg * 2icos P =—2 (m+ M)glcoa p (2) 


Ribs seem) prO H ERO 


LeT-V =} . 2m t 2Msin! Qi Qe * 2ml'sin* ph 十 


+2tm+ M)g*leos (p (8) 
SCR 
SL (m+2Msin’ Qui 
ô 
&L - imsinp cospi ! -2mI*sin(p cosp O° 一 2(m 十 对 )8fsin 中 


hd MES BH 73 6 
d / 9L ƏL 
qi 9i pl nh sm? 
i dt V ad ET 
f$2(m T-2Msin' 中 TEES T4Msin(p cost 1 ^ — 2msin cos 128? T2€n- MyglsinfD = 
0 m GOn-l-2Msin* € 9 +2 MsinỌ cosp 中 —msinQ cos 10° 4- nt M)gsin =0 (4) 


.107 ， 


AHF 9L —2ml'sin' gp 


m 

Qr 

8g ^" 
TLELI RA HOUR 
o=» — d (Hu 

cr àn 

fa 2ml sin Qa-coHM) C 0 | (5) 
1j dml sing cosp tD0--2ml sin Q8 = 0 o. | | C6) 


Tii, KREBS MAT TUS 


(m-F2Msin* (p TI 十 2Msin® eosP I 7 -min Pec -imt MOgsin'P = 9 
2m} “sin 'qe- C IET 

为 了 求 能 量 积 分 ， 可 有 丙种 方法 : 

i 、 直 接 利用 已 经 建立 的 拉 格 竟 岂 方程 

把 5 1 ) 式 与 5 2 ) 滤 粗 如， 然后 对 时 间 t 求 导 得 


dTHY) ym po Mein’ Qr Qo 3- AMsin(P eost? UTE p’ i 


"a 


+2m’sin Poos PÄ? +m sin" Qe TI 
e? [Om-d-2Msin qo +2Msintp cospi: -msinP cost : + 


tmi Mygsin 100 4- CamtU sin P costp (D 8 --2mUÜsin' € 8 )6 
把 《4 0zX 5 € 6 ) 式 同时 代入 上 式 得 
RD T--V zh CES | : m 
或 (m--2Msin'Q THE 十 ma Sin 9 "E —2(m-4- MD gfeos P =h 
xk Gmeyaedt 95, EARE ST TUER, 
入 、 直 接 利用 广义 能 量 积分 的 定义 
由 ( 3 ) 式 可 以 清楚 的 知道 ， 系 统 的 拉 格 并 日 函数 不 显 合 时 间 t ， 因 此 系统 的 广义 
能 晤 存在 与 为 
T-T, +V=h | (8) 
由 《 1 o XS: 
T, -T In 2 Msin? P) UD? --mi sin? Q e 
T,— 0 
于 是 (《 8 2 式 叉 可 表示 为 
T4 seh 
或 (m 2Msin 9219 * Hin 9 € gig; Maia? mh 


当 于 面积 常数 的 定义 六 
* 108* 


一 
€ 


Ihil-Irexvi 
NOE ERR URL 4] 
h, =21 sin Q 6 (.9 ) 
TRCO9 ) NEA (CBS ) i 
mhi =C 
HESE EAL TEE BLA 
HI 求 对 你 陀 最 的 诈 吾 积分 :此 陀 晨 支 本 一 个 国定 支 5 工 并 且 仅 强 有 重力 的 放 用 。 
SERA, PEM Esc A p CAD ERE RS O EAO EIRAS EHE A ae 
Ef) RoEshfaw, CERS IAR ROTA A, ERRA) 。 
Hn SENE xm AA EARR SOXCR LIRR., 0. 5 ARE 
HRE” HESA TENEBRIS VIRES | E 
d oqete fne cnl pa? | 
=, IO, To, REP (15 
Xm J Z8 PESCE SEE X OAE T RA re REG, Je RESTER 
A SE it RRE Rano ie | 
ox — wsinsin +8cosP 
e, i^ sindcos f ~a sin 
à. -— V^ cosB + p 
IRA C 153038 l 
=l (visin’0+ B tN Ch coso tper (2) 


首选 支 浴 为 势能 的 参 演 点 于 ， 那 么 陀 螺 肝 势能 为 E 
V -—mgaccse ( 3 3. 
Anm le BASE. aA EREDO anm. FE, ROOM T EROR | 
L=T-V= -Lüce sinta + Ë 2) EJ, Y cose 4- D)? ) 一 mgacos8 (4) 
BCTLAEé srt. BD RSERUMGdEHON | 
T-T, t= 
从 ( 2 ) 式 知道 : Ti= 0, T—T;, Td 
T+Y =k 


n : g Jt $^ sin*0--9?) T JS teost - P )*1--mgacosü x E 
gar ERRORS .普通 的 能 量 积 分 ， 也 就 是 机 械 能 守恒 冠 德 。 


82-4 MA AD AO OUROCE RU SUIBEN SER 


当 质 志 组 处 于 稳 EENEN, WER E -个 微小 的 扰动 ， 那么 它 将 在 其 平 
壬 位 置 附近 作 谷 司 的 据 动 ， 通 常 我 们 就 称 此 种 振 为 为 小 振 卉 。 Tg ERE H 
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Ji EA BE HERE RUE. ACHSE PLE B ARRA BUR ISP PUB, 


SESSEL Es 
Ut q JP EL ELEPISCE PRSE ALI XU ge MARAR ETERA. 


aiala’? 
T= 7 aíq)d 


根据 (2,28 ) RTA, EI a ERAS ABS a TESI RC, T ER HALO E AC 
为 广义 举 标 q 的 函数 ， 记 即 Y=Y(4)。 击 于 在 平衡 位 置 势能 取 极 小 值 ， 故 从 
ov 


二 0 


Oq 
CHEFER O 可 解 得 平衡 位 置 4 一 gm 
Kalp a= av HEE JE 73 45 8] 2G 


a) ma(qu) CE) (q—9g,) 7 
' 


ARENI RRA 
-1 -ea 一 l Oa — 2 at 38 
T— laa (5 S), wt (aee qd lg ( 2,38) 


pala), (E) . (8:9), s atit o RETK 在 Art oca IO 


从。 称 atgo ) 为 广义 的 惯量 ( M ) 
RE. VGodutga— qs SERE y 638 IG 


vie VG HE ). (q— o) $5 1-),. (gmg c ( 2,39) 
因为 我 们 所 研究 的 是 在 稳定 平 cR PA- 5d O7 Bre Fr 
PARBELS E CROHECHRARE(U SI), 一 0 代入 时 ， 那 么 (2.28 ) 式 与 《2,39 ) RA 
"Dep: 

T- od ( 2,40) 


V =V(g,) +5 (q-a) (2.41) 


式 中 ce (E), 称 为 广义 的 刚度 系数 《常数 )。 
TG, RANPE H BAO 


L=T-V= la) ~V(g)— -go ( 2,42.) 
人 
aL aL 
at 86 )- Bq — -9 
得 a(4:)4 C G 704) 0 ( 2,43) 


' 10v 


BTE TERCER ERG, ice Y) >0, Br Cas REA 


性 振动 方程 。 由 此 可 见 ， 前 面 之 所 以 楼 把 动能 T 和 势能 V 在 平衡 位 置 展开 并 保留 到 二 失 
微 重 就 是 为 了 使 振动 方程 线性 化 。 于 是 ， 由 ( 3. 43 ) 式 立即 可 求 得 质点 组 在 qeq 附近 
微 振动 的 园 频率 


CS. 
二 、 两 个 自 贝 度 的 原点 组 
设 q1，42 为 两 个 自由 度 稳 十 保 鱼 组 的 广义 坐标 ， 那 么 质点 组 的 动能 就 天 未 汶 


2 È 
T -i P» ond ikt RTRT -Fas:di) ( 2, 44) 
i=; je: 
出 【2.28 ) 式 可 知 ， 上 式 中 的 系数 gi s giis iir mid) XA, q; E, WB 
di: 7 21c 
质点 组 的 势能 为 V e V (as ， QJ)» FIT AB ESRB, SL 
V 
6g, 
| 1 ( 平衡 条 件 ) 
| àv o 
Bq; 
可 解 出 质点 组 的 平衡 位 置 (& o o). ATARE, RIETER ARRIR A 
IE CERTES WT 


(q1o5 dzo) (0, 0) 
将 Qi 1 (ds Ga) aigis gaU Maii, gi 1) 在 平生 位 置 CO, 0) E EDEN dE ER 


级 数 | 
| aii (dis di) Gaii * (C86). x ) «^l Y" E 


+2( 87; Joe T Kiu 
slaad =la) thE) a (7 ) a HAt 
+2( Ss ) aa +( 3 —), et] + 
alag) =a HC om etC e dni i ae 
eG ne Cg Jade 
ro Ce C Ce GO Che 


分 别 表示 o ;及 其 导数 在 平衡 位置 (0, 0) 的 数值 .同样 , oo( 2825) , (G) 


(39), (82), Cal ),, CARa rote T o Co o) t 


' lil * 


i Ros CR), CR. C) Grade Ca), 


; 5a. RESME EAE, o» HRR, 
f&V (0, ,9 ) 阳 在 平 街 位 置 40, 们 附近 展 为 索 勒 级 数 ， 


Viqi.qs )-V(0,0) +| o), ML. Ja 1 2 ala eg Sr), gi-t 


Qv 

F8), q10; H5 r-) aijt ( 2,45) 
OV QV Q'V OV BY 
wyo, 0 . Gg, - CSR Fr), EAR  O0gi a7 “ 分 别 表 
RAEV XR AEPA CO, OP OREL, i 

HFR AE EXER SIDES fL SEUHEERSLINBS SI, gid 591, 0: 的 为 一 阶 
微量 。 若 只 保留 到 二 阶 微 量 ， 并 把 平衡 条 件 代 入 ， 那 了 (2,44)》 36583 C2, 450 或 分别 可 
表示 为 


= LEG dagi Ha uida tlah] 《2.46 ) 
VevIO,0 d 2 [€ HC, ug. +(C22) 092 ] (2,47) 


! (Oy 
Sob Gs Darta a) Go ZAT RERO, Gs Dee aT), (c,2)o = 
(EE). ose) town LEMERE OHIO TE Homo. 


fk B3 EI ERN 


Lz-T-—V i (2112, "TRECE Ju TERE Ta. :2o0d31— —Vt0, M= Lte sai? 


d 
a 

T2€65.9594:dF Ccx 2,95 | ( 2, 48 ) 
4 C2,182 RILA b EE BI H RE 


; dy 9L aL 
上 一 一 | -= 一 一- = 
| di 8o, ) Fg, 
| ， 
dt " Us Oq.: 


a a, «a G0) qt (er nm m? (2.49) 
(qi: Ya q, kara)o qc 十 (els yogi 十 (esa) d; — Ù 


这 就 是 和 SC BEST EH TET err ( 0,0) PN SETA VL E TE. 
n Y EET dn gH BGEUOEREOULIB, RURSORIUR Beat BUS, 


( 2,30 ) 
EDD IP qe 


tw ji r y Sb nodr p GE HIT AEL 
i$i2.50 Rees £2, oot. disset BIS 


" il2* 


E 


A* 


Ai L7 Gi L9 P^ EG, iP AsET lm P! Ele) l= 0 
| (2,51) 


A, E —(2, ,0),P^-F Cru 24, ]-F Ag ~ Ca; ; 2), P^ 05; 520,]— 0 
KRAB, KER ATRAE ACTA, 的 线性 齐 次 代数 方程 组 有 非 零 解 必 须 满足 
其 系数 组 成 的 行列 式 为 等 。 亦 邯 
“(oi)oP FG), = (014) ,P^ Hie) | 


r= ü 
— (aiz) P TGau», — (a5 24 P? FC 2), | 


* EE [aiii (as:3a 7 (a1: HE JP* —[E(a1,9o€02132o F X022 (eii) 7 


—2(a4,),Cc1 0 JP? -F Ete, 1 )o (0853 477 Ceid] 0 . ( 2,52 E 
称 (2.52 ) JEGUABHIEZ PESO SOTRE, CH BLHRUZUBAZIAUE. HOTRUECTP'BI 
CBE, itn DLHSPIES BEA IER ANAE P 有 四 个 值 +P; 及 tP HET 
P SPR AO, 51) 式 均 可 计算 出 A54, UICE RESP TPIS Af SAL? (或 
A;U 8410 ) 的 比值 为 8 对 应 于 P2 的 4 与 41 NRA O SATONDEN b: 那么 
AL — A;U? —(a, DoP1 Co, i Jo .. (i)o Pitie s) 


* b=- Ao S ATT PF) 一 os) 于 十 ca) ,) 
"ES 
AL? — AD O 一 (gp 二 (ci laa PiE). 
bi = AT = (giada P3 + icis} — — ara) Pit ee) 


圈 此 ， 对 度 于 二 P,， 土 P: 四 不 可 能 值 就 可 得 【2 49 ) 方程 式 的 遂 解 为 
qi =A! Lol Pa-p A te ipt A! olo! p. A Cern 
2, AS ep A Dega! Do! P214 AT e™ Pa! 


q =A: eP pA C e IP rp ALD e Pi pA O eP 
» (2,54 小 
qs: 一 D1Ai i e'?1! 4-b, A; them Pi- p, AT l la Pateh, A, UMS TI Pa! 


HRALO, ATO, APP, ATO AWARA NR BIRRE. SAH ORA, 
g*! P! —cospt tisinpt, WA (2,54 ) SOUCI URN 

qy =a f sinl P HEB, ) Hal sin Patte) 

bi DsinCP, ttB Y+b a! sint Fat +E) 
Aspal n, aj" P Bis B, 四 个 积分 常数 ， 局 样 可 由 初始 条 件 确 是 。 

时 C2.55 ) 式 可 以 清楚 地 用 疝 ， 各 个 广义 华 标 均 在 作 振 副 。 该 振动 是 以 不 同 的 网 频 ， 

ZP AP. SIENNA. PERAH P, P AP ERTE, PG, MNR. 
动 理 论 得 知 ， 这 种 运动 不 是 简 谐 振动 。 


三 、 多 自 贝 度 质点 组 


设 出 N 个 质点 所 组 成 的 黎 定 保守 质点 组 ， JUS nA Ei Fri LE, ETs Qas s. Qa 71: 
Jus mp XAR. WA ARR SUBE ZU 


( 2,55 )- 


1 Ll 
= 2 A Aut | (2,08 


j») įm] 


i (2,28 ) RIALA pE EP" YER, 42 "rtg qa 93 UK, WB Hag ai. 
质点 组 的 势能 为 


V=F (gis Gus "s Ga) 


由 地 在 平衡 位 置 势能 县 有 极 小 值 ， 故 从 


aim (=l, 2 son) (PARRE) 


可 解 出 质点 纪 的 平衡 位 置 ( glo，g:o，…，g。 ) 。 为 了 简便 起 匈 ， 我 们 适当 选取 广义 
坐标 的 原点 使 得 平衡 位 置 刚好 对 应 于 
(qios daos "Un Qa» 2 = CO, 0, 7, 0) , 
Hay Cqdis da» da ) TE Fr CO, 0, 0, 77, 02 ERNA RAA 


» 
心 
4j — ( a 了 1 + 之 (ae) ot — CE. qug, 


式 中 CoD (ani) (7624), s AM RR as —T x 


(0, 0, >, 0D NM | 
同样 ， ips HV È Ais Qus "s da ) 也 在 平衡 位 置 (0, 0 7's 0) UH JURA 
级 数 | 


c/ By 1 pS 
VV (0, 0, s 0 +E (g), «t l1. X€X(- A jJ). 


pu) jw i 
* qug (2,57 5 
et 示 ) 及 其 导数 
APV E O, 9. cn 0), (8 Ba mo (E 3 3—) s 3 A5 368V d E 


ACER X CO 0, 73 0 ) 村 的 数 伍 。 
STARDERAEDE BST LER NR, 所 Lg 与 四 均 为 一 阶 微 量 。 
TAME A stunt 


2,58) 
L. -€ X pd ( 
E! įm; jmi 
| ow y ( 2,89) 
Vay CO, 0, 7c, 0) tx 2 Copa . 


一 系 
Jub (aj) foo XB CIBO TE COP m ) parame 
BORIO. TE RUBISRURBEE ARA 


a nv 
per-vy-d- hil. Coi) didi - V C65 9, 70» 090 ~ 


imi j=; 


*Ilá* 


ny 
——- DD Ce) gg (2.60) 


jai j= 1 


3$ (2,60) 式 代入 控 格 朗 日 方程 


d QL aL 
r n i pe A ——— 一 修 = Í 2 下 如 中 


* 33 LGaip ap Gap «ar = (i21, 2, *", n) (2,615 
= 1 


Ax E PUR BIBBNEBIERSTATSEPNET ERIS SMEAAE. 
出 于 上 述 微分 方程 组 是 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 ， 其 解 要 求 具有 振动 的 形式 ， 所 以 
TUS NODE 
dp Aje" (]—1, 2, s n) ( 2, 62 ) 


式 中 4) 与 p 为 常数 。 将 【2.62 ) 式 代 入 (2.61 D) soa e n 
» AjL — ta ,P? o Cep ,129 (i21, 2, |s n) (2,63) 


关 家 知道 ， 要 使 这 个 关于 未 知 量 A) 的 线性 齐 次 代数 方程 组 有 非 零 解 ， 必 须 满 足 其 系数 . 
FARAZ., HD 
—(a,,,P' cy —(a1, P! eus — Gau) P’ H Ceis) 


—(a, 2 ,P* Cc 194, lazado P Ci ; oy — (asa) Pt - Cea 


— {apio Pt t Gaii, 一 (anz)oP UeaiDas es — Jas P b Coon), 
(2,64Y 
土 式 就 称 为 特征 方程 ， 或 频率 方程 ， 或 有 时 也 称 为 久 期 方程 。 理 论 .上 可 以 证 明 ， 在 已 有 
披 设 的 条 件 下 ， 所 有 方 入 式 《 2,64 ) 的 根 将 为 正 值 。 因 而 ， 所 有 的 P 均 为 实数 。 于 是 ， 
和 解 (2,64) 方 程式 就 可 以 求 得 2n 沾 P 的 本 征 从 Pq 《4 二 I，2，…，2n ) 。 将 这 些 慎 中 的 
性 一 个 Pe 代 入 方程 式 { 2.63 ) 中 ， 就 可 求 得 ( 2.63 ) 式 的 2n 个 组 的 解 中 的 一 组 解 ， 也. 
Fl A On A TÉ 


A,(€, A €, Zu As 7 


因此 ， 根 据 常 微分 方程 的 理论 ， 我 们 便 得 到 方程 ( 2,61 ) KER 
qi= 25 AjP'exp(p,D Cj=1, 2, ws n) (2,85) 
a1 


下 面 我 们 举 一 些 典型 的 例子 ， 米 说 明 如 何 运用 拉 格 裔 日 方程 解 质 点 组 在 黎 定 平 稀 位 
置 附近 的 小 振动 问题 。 


例 1I， 三 线 在 C AHER: 其 中 两 根 线 分 别 路 过 不 大 的 灌输 4 及 了， 在 线 端 各 县 一 


$i, ME Xmi PERRERA REA m WEH, m 和 20m，。 求 此 系统 在 于 衡 


T 
«{i]5» 


位置 附近 作 册 振动 时 的 局 期 ,在 OA=OB 
== fla 

Be mE, SRR ERROR. JE 
BASTEACEBJKJ, 585- EUIm, 5 
重 物 mm 的 维 坐 标 分 别 为 


y; —actga +CD 


子 是， 车 把 二 重 物 mi 与 旱 物 ms 以 UR 
子 视 为 一 个 质点 组 (或 称 詹 红 .) M, B 
然 它 具 有 一 个 目 由 度 ， 故 选 c 为 相应 的 广 


了 了 一? -Emt t Emh. E EI, 25 
gy r=- j (2m; costa tm: Ja’ ] 2: 
2 sin*a 


(2 :ps q? 
此 时 a 1 = 
若 aa. 处 为 系统 的 平衡 位 置 时 ， 那 么 
l (2m .cos!a, mn’ 
(a, Iaa = —— aua, 7 
| . (2m,cos'a; ma? E 
2 sin do 


若 选 O 点 为 系统 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 


ü ` x , — 
V = -— MEYE M gy = — imig ( |- sina! —mg Cactga t CD ) 


T =- 


OV — ga(m; —2m;cosa) 
因而 Sa — sin’a 
dV 2sinacosaga u —.Bü {2m sing } 
ri 0n 2m,cosd) T ig ( 2m, 
FARF 
(V. = 
Og /0; 
得 m —2m,cosü,-—9 


ay 2m ga | 
Bru 《Cao 一 (< ja = sina, 


故 系统 的 势能 V 在 =e。 处 展 为 泰勒 级 数 并 保留 到 一 阶 微 量 时 为 
1 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


一 . 2m 180 — z 
v= -23mg T 一 a )—m.s Cactgts +CD ) teg "sind. — (à —d,) . 


Sind, 


* 116 * 


(55 


REB CIO 趟 代入 (2) 式 ， 那么 系统 的 动能 又 可 政 写 为 


T= L 《21H (2mm cos -Ga 十 ps) g | 


2 cin rA 
|, Ctm.cosa, Fms t ^ 7 
2 sin*^ag(1—cos^d,) 
d. mll teosta" — :. 
2 — (Ltcosa,)(1—0052,)sin ty 
1 
2 
1 
2 


g 
r= 


» a 
sin íl- cosa) 
2 | à 
一 — b 一 一 maa a 
aln 8o(1— rH: ) 
HL, 
2 " 2 


ETE sin d, (2m, —ma) 


平 是， 系统 的 拉 将 训 有 日 评 数 为 


rv .  . mma’ 
[一 2 sina, (2m, —m:) 
mz Cactga, CD) ——1— * FER (aa) 
Ji ALD HAR 

-了 Ye aL ~ 

dt -i (ar) aa 一 

a " | EMM 0, 2f rga 一 ux () | (7) 

f sin'a, (2m, — m) at ints sinf, (a7 ) 


由 图 示 可 知 : a, ma BlIa a, — P, 若 令 一 -上 那么 (7 GUSBOR H 


B+ Sn Iisinta go | | (8) 


H Fm >m 2p >lite = EAD >0 quc, Zi CIO MERN 
程 ， 其 振动 周期 为 


-— y mM mm 


PLANCHE | 
o gz(2p-- 1)sintt, 

OB. mI—(desL. BOERaENUTEURG MO e AE R 
IOBEEIER Linib. GUETISRDRILBDESCHORTNRS, BELAR AR. OREHeY 
deos Hp st D CR. 

解 ， 选 如 图 2. SERERA MABE OCH HOI 


x, OC «sia = y R- CL) «sing. a 


y, —OC* cos Q =R 一 E 3 osp - 


— - 


à 117e 


图 2, 26 


su 


; v 4R'-L' oos? Q 


f, 


d=- -lV ARIES sing 9 
于 是 ，AB 杆 质心 C 的 速度 为 
Ve= ww i+ = VIR LT 
H RIA, 村 43 具 有 一 个 上 月 由 度 ， BAPAT LEER 
由 于 杆 是 作 平面 平行 运动 ， 故 动能 为 
=l va 1 ro 
T 一 2 mV? 4- > I. (1X 
式 中 Je 为 杆 AB 对 过 质心 C 且 垂直 于 村 的 对 称 轴 的 转动 惯量 。 轨 为 杆 AB 钱 过 其 质心 B di 
直 于 本 的 对 称 轴 的 转动 角速度 。 于 是 ，《1 ) 式 又 可 表示 为 


T elo. lowuRI—LOGg + | „lmr 
2 á ii 2 12 


l 1 Po piv ; 
=; tog mGGR LO (23 


MEO RCUSMEREISCOE A, NURATTABRISMBE A 
V-—mgy.—— 4 v A4R* —L? mgcost 


ev . 1 i 
因而 ép" 2 v AR'-—L* mgsinQ( 


ki 
OV =y AR!—L? mgeosỌ 


出 平衡 条 件 35 一 0 得 中 一 0 xHEYATE. FE Corm), = 


-dov 组 :二 LI”，mg， 因 此 势能 V 在 平衡 位 置 中 一 0 附 近 展 
JENERIREOHRR EROR 
y=V(0) *(- 29), 9 * 3 - ,$' ) p’ 


=- -l-V IRL mpi - . A RL meg C3) 


SH ABEPHRCREBH B PRAEC 
LT Ve mR t5 G el v TES mg 


l .1 i 
z 2 v AR!'-L* mgQ 


SEDE ES DE 
.8 ( 8LY OL . 
£8 
得 È mer =G tiv” IREL mgp = 0 


BH FERAM T L'8g 0 


由 题 设 得 知 2R >>L， 所 以 mi 3 V AR AR CD. > 0 故 上 述 方 各 为 洪 毛 方程。 于 是 ， 其 


6R 一 
O en J37 AR? —L'g 


- 振动 周期 为 
= êi -- A m paff y SY ARE e 4R'-L'g | ML BR ~L? 


R'-L* 347 AR! - L* go 
Boro t $bESREIBA, iH E 
端 悬 一 质量 为 m 的 物体 。 轮 之 重心 C SERE 


收 的 距离 等 于 0， B> S E EHE 


对 转动 连 的 转动 恤 最 等 于 J。。 试 求 该 系统 
锐 平 衡 位 置 记 作 的 微 振 动 的 局 期 。 
解 ， 把 重 物 与 皮带 轮 视 为 一 个 质点 组 
〈 即 系 绕 ) ， 此 系统 具有 一 个 目 由 度 ， 故 
- 选 q 为 广义 坐标 ， 如 图 3, 27 所 示 。 
系统 的 动能 为 


» 119», 


(2 
T =, a timy 


式 中 a 为 皮带 轮 绕 水 平 轴 O 的 转动 角速度 ，v 为 重 物 m 的 质心 速度 。 由 于 绳子 是 不 可 伸 长 
且 与 皮带 轮 之 癌 没 有 相对 滑动 ， 所 以 y=r a 。 于 是 ， 劲 能 又 可 表示 为 


T =U, mr?) a (i? 
E OE AEA TA AE E AE 7g 
— — Mgacosa — mg(h Tr ra) 


式 中 为 4 二 0 时 ， 重 物 m 刘 转轴 0 的 距离 (常数 ), 因 而 
ris = Mgasind —mgr 


Dx = Mgacosa 


出 平衡 条 件 a 0 得 Mgasint,—mgr= 0 Bp sint, = PL d AFRE, 于 是 ， 
(Ciil F CS s, = Mgacost. 故 势 能 V 在 平衡 位 置 4 二 4。 ERARAS Jt 保 
贸 到 二 阶 微量 时 为 ; Iu" | 
d -= Adl(9V. -3. 3 
V -sVas 十 c3 (a-2,) t 2 Oa’ ) (a 4i) 
= — Mgacosa, —mg (h- ra) + ——Mgacosa, (a — a, )* ‘(27 


夺 此 ， 系 统 的 拉 猪 日 函数 为 
工 一 了 一 Y 一 1 (J, tmr?) ü + Mgacostt, 3- mg tar) -— 


-—1-Mracost, (a-2,)* 


aurem 日 方程 
a (ðL 8L )- A 
dt Br 0s 


得 (I, mr) PE 0 
贞 国 2.27 可 知 :a 一 to 二 8， 所 以 (3) 式 可 改写 为 
Q,Tmr) B+ Mgacosa,B— 0 


p Mgacose o. CA» 
V PT J, mr. p= 0 


a n Mgacost — 0 ， 所 以 ， 上 述 方程 为 谐振 方程 。 故 其 振动 同期 为 
因为 Ja tmr’ 


Mgacosu s 
而 4， 半 经 为 /质量 为 可 的 均 质 半球 ， "Im 没 半 球 
对 过 其 重心 C 的 水 平 轴 的 回转 半径 为 f 求 半球 在 稳定 平衡 位 置 附 近 的 小 振动 周期 。 (É 


+ 120. h 


Re 半球 的 重心 C 与 球 的 中 心 0 之 间 的 距离 为 -3 - 


B 各 半球 视 为 一 个 系统 。 URERA AN 由 度 ， 故 选 卧 为 广义 坐标 ， 如 图 
2.288p 5, IB ToEIRIELSE qn Jine, AE BUD, 所 以 质心 C 的 这 麻 为 | 


= A or H e et 


ti 


d 
' ! 


式 中 名 为 半球 绕 过 其 质心 的 转动 轴 的 转动 
AEE CHR LEES A S29 I0 fl 3E 
WO. DE, ROizfbou 


ENG i d , 

T 一 2 mV. 十 2 Jp 
3p SERENA bE 的 水 平和 BUE 
HRE. TERN J; 2mk', EX, : 


止 述 动能 的 表达 式 又 可 表示 为 ，，， 1,0, , Be 
I = Am C3 c dee rot" 


未 时 ars =m|r tir) 2r pte -> 
车 设 水 平面 为 势能 的 参考 面 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 ` 
y 一 ms 一 一 Tccg 印 ) 


* 


ov —-mg* nint) | 


'eq 
ar mg * - reso i 

BP ASTE LAT 出 mg 。 -rain = 0 quu. E 
HP = 0 为 平衡 位 置 。 押 以 E E d. 
(Ci).= (Ber =m -eT i j | . a 


si 


Carla SM Ir Hanoi * Bae em eme 
Bun, müluijteced UN Qa 0 MERR ARAR AR RES circo ET 


一 


T 一 一人] < 一 5 De Toan pE 


3 Wuja t ， ， 
Ov P atm : 007 Deo 
vev 3! p+ (gw)? =mg(r ober Fa "m { 
Tes (7 
1 d 1 A à 
+- ms* -sg rq | 
om s, e es Xt am os a 059 "1 
FE, AUGERE EO ü dh * (0 


a EX s 


4 2 
Ler-y--I-m[c-0nee]9 一 mg 一 3-0 ost dot 
ume HIS 
gf OL\ OL 


"m | ( $n te] p t-i-mgrg = 0 
Bo 9 i-q-o 


t ¿irg | 、 - 
S c Sep E64 20, BEERE RNE T3 其 振动 周期 为 


4 i 
e =" gu 25r + 64k 
nd 2árg 


例 5。 襟 园 摆 由 一 请 块 和 一 小 球 所 组 成 。 滑 块 的 质量 为 m1， WIJONCHOQGEZOE HUE 
动 小 球 质 量 为 mx:， 用 长 ] 的 评 4B 和 滑 块 相连 。 杆 4B 能 绕 与 狠 面 牌 直 旦 与 滑 雇 相 连 的 - 
下 轴 转 动 。 不 计 杆 的 质量 ， 试 用 拉 衬 郎 日 方程 列 出 椭 团 摆 的 运动 微分 方程 ， 并 求 它 在 平 
dir ER E RULES. 

E: HUTGRSLREOBPIAE HUE CASE LABS BUB S y 1 与 杆 AB 的 所 角 全 为 相应 的 广 
Sp WE, 39 所 示 。 于 是 ， 小 球 B 的 
A SN 


xı —1cos(p 


bp -Hsin p 
WA =~ hiny 中 


yy 一世 ticos Q 9 
大 此， 系统 的 动能 可 吉 示 为 


T —— mi om (十 经 ) 2. 28 
(m Hm titim t P Amtico (1) 


此 时 81;,m, mis, 81; =m: le, 0: =M 
若 选 水 平 轴 ?为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 
=m, gx: = — m gloa P 


TR Ri E =m: ching 


Burm 1glcos(p 
SUFRE = 0 即 mrsbfsing 一 0489 = 0 为 平 入 位置。 所 以 
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(Ci: Ja 20 ET 
(a; 1:29 m, Fm; 
TITSPLIOM! 
(22;)0 7 miU 


良 此 ， 系 统 的 动能 人 = 0 KULROOPERZOEOER EL 也 微量 时 为 
T =~ Oi km Pt 22 m;l 站 十 mtt, 中 


rv) er 
FTE, RARR HAKA 


-T-V-—— (m +m: wi t- mt em. magi Emso 
HB AUEBIHZIE 
(.d f 9LY. OL 
3) öy, ? 
d ( OLN | OL 
di e oy i 


~E Lm. tmdy tmalP le 
Z im: 9 m, iy Jime? =0 


(mi 十 mi 十 m:i P =0 | | (3 


pe Tygdaeo i 


消去 方程 组 C3) 中 的 yi 便 得 

-mtm PHP bm o 0 | 
n m,l9 y mg 0 | | ^ (A4) 
或 ?十 C5) 


" (m3 m:)8 (20 
mil u 
B, ote 四! 二 mw:)8 >0， 故 上 述 方程 为 谱 拓 方 雁 ， 于 是 ， 小 振动 的 周期 为 


2x mt 
a cim V cr 


BUE, Sim Pm, Gm, NIERA ABA AR 中 ， 它 的 知 速度 可 以 路 
类 不 计 ， 这 就 相当 于 所 的 基 控 点 国定 不 动 的 情况 ， 因 而 > 趋 于 单 捍 的 半期 ， 即 ,， ， 


2 i. 


Y FP 
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N6 DIM HHE m, MEn 之 齐 系 在 加 定点 口 。 在 质点 M, 上 用 长 有; 的 
ARA- HR Mi. JUL m. MESHERE, R0, HATA, RER 
在 钳 垂 面 内 的 微 振 汉 方 程式 ， 并 求 在 一 É&om.—m, ERNI Ea. 

fis ATRASTO AAE, BO 9,355 7. ch WEST AER in[82.308: 5. 
TS MA Mi HEI RA 


x=] sinf, 


" PLA. i 
y,7lI,cost, " | 
E A, | 
其 速度 为 | A 
人 x,"z1,c0os9,0, N 


y,7* —l,sin£;d, ME | 
质点 M. EIE ERI XB UU | 


x ,1 sing, +i; sing, 


C LLE Ei Y-F 


y =i- cos, +1:cosf, 
EEEN 
" ^1. 0358,8, «Hl, cos8,8, y 


1 


y. —i, sin, 0, —1. sinf: 
从 而 系 筑 的 或 能 订 写 为 


T "M (xi 十 ?1) 十 -5 ma lx T»D 


[512, 80 


ta 


= 2 (mi 十 mi 和 的 十 一? ma 十 mrffacos(p 一 200 


WER a =m 77m; 0, amih bheos A)» g,; mil 
老 选 口 点 为 势能 的 参考 点 时 ， 和 那么 系统 的 势能 为 
Vzs—m,gy,—migy;72 — (m; Hm: gli cos; —m: gl cost, 
By Byv 


E3 T 8g, T m: gl sint, 860: ^ (n, Emi gl;cosf 
| By , ov 
ps, maBl:sing,, 88 了 ms81acost 
V L. 
of 00, r 
(^ (m, Tnm. )gl, sinf, — o. J 四 f 8, 一 心 
Er S 1 | | 
T , 9V — m;ghsin8; = 0 en 20,7 0. 


xxm. FE f 
(2:225 =M Fedes OTE | A )- T PU gli 
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f OV M a - k . . eV. 
(e — 一 - Pii ) iai " = 人 —-—-— 5—) 
TOP « 00; Magles | (c, 2) 68 ,08, nu 


E, RREA cH Me SUAE Def CO, ARTAR COE 到 二 阶 微量 


村 得 
+ 
AAR 
VeV(0,0 (3 )8. (s j ĝa Hj- [6,91 E26, 400: t £022,011 


:—(m, T mgl, — mgl, t- RCT 4 mogli 0i migl 9$] 


于 是 ， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
LeT-y =m tmt —- mei mh h 


Fn, mgl mila — 75m, mgl 0i E m;gl; 61] 


gp Borm 
di 68, 8g, 
& ( OLY OL 
dt ( x 90, =0 
(m, + mt OT ml ds Cm mgl Oi = 0 (0 


^ | M 
| ml,1:0, -m,110, 4 mi gl; 0, = 0 
此 方程 组 是 二 阶 线性 齐 次 常 系数 常 微分 方程 ， 共 解 要 求 具有 振动 的 形式 ， 玻 它 的 特 解 形 
式 可 设 为 G =A e, 9, — A,c"?* (2) 
jg C2 ) 式 代入 ( 1 OSEE e 使 得 

(m, ml G- lp A —mill;p' A= 0 , ( | 


—mnjllp'A tmnbig-7hp A=. 


X8 AQ. A RIET RUD USE. E | [aq 
(m, m Cg t p) =mil p" 


iym 
"æ 


—m: l, lp" * mla lg- lip”) 


BOT. EXOF SERES 
anf qp PA ug lc | qoM S Bu D ， 
P (1 t H1; 站 i; P f, jer BES Fir 


p p 是 上 述 疾 率 方程 的 正 覃 ， E C3 ) AGIS ! | i 
AID gzip | AUS. o g—lpi | | . 
Abr T "nao o | 

_ 因此 方程 组 5 1 ) BOEGMESDASTNOS — 


(4? 


6, =c (e—a p3)sin(Cp tta te: (g Di pi)sin([pit t 0,) 
8, 7c, li pisinCp, tta, )HH-esli pisint ps t-- 21) 

AHH c, c WERS mmi dw. 
M mmy h=l 时，( 4 ) 式 的 解 为 


VE) 


“一 


=- (2v7) 
l 上 


故 其 正 根 为 
po ev > may -OVT 
am BENT 
于 是 ， 主 振动 膨 期" 一 2 ade 
二 振动 周期 ;一 “一 —2m y ——- A. -UT 


B. MANERA, BENT, 
Ram ERDRXDAGH BASEA m. M 
一 个 刚度 系数 为 C FUXLEIS SUAE RI dE | 
BRANO, EWHESHDE,. MOE a" 
AR. HOSTPITUESS 44 I 
两 摆平 衡 位 置 院 平面 内 使 其 中 一 招 离 开怀 
平衡 位 置 有 一 策 解 吕 ， 商 挤 均 无 初速 地 开 
始 运 动 ， 试 求 此 后 该 系统 的 微 振 动 。 

解 ， 此 帮 合 舞 具 有 二 个 日 由 度 ， 帮 选 
$i P: AHERE MEt, 如 图 2,31 所 
示 。 系 统 的 动能 为 


T mmt (i+ 


XQ, Q: 分 别 表 孙 两 个 单 捍 的 辆 动 前 速度 。 
若 选 平 衡 食 署 为 系统 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 


V = ex +mgh timehs 
= ch Gin? ; sin P) FmglL(L.—cos(? 2 + (1— cog 10] 


DY 


je sch (sin P, —sin P )cos Pı --malsin? , 


因而 


Ss: zch^(cos? U $sin e sin f: —sin*(p Dd Gnglcos P, 
L 


* 1285 + 


(1)- 


à TM 
4 —ch'(sin'P,—sinf?,Jcos P -F mglsin P 


E —— — — aim 


OT, 
jer co org. "Fsin ? isin P; sin?) mgloos, 
ov uon 
89,06, ch Co& P , "cos P, 
出 平衡 条 件 
OV a 0 
| aF, ch (sin 1 —sin P ;)cos P, T mglsin P = 0 
e -0 CR (sin f , —sin'? ,)eos f , -- mglsin P ,= 0 
Pa 


和 解 得 平衡 位 置 为 和 1 二 0， 二 0。 于 是 
(eidem aas), h^ 4- mgl 


ty 
(css Jy 一 ($ 8v: eh mgl 


(cia Jo ATA) = mch? 


Ki 38V TAS DDERO ESAE MARA 
1 

V -y(,0) + TA 人 一) 9, t B9; 397), 9*7 ——LLGi 09 14 
4200,43). 9, Ps 十 (es) oP 


e - [Gk mg) 91 7 20h* P, Pat Gh mg) Pp (2) 


于 是 ， 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L-T-V mi Gi 912) - —- Lich! - mg 9 i- 2en* Y ,外 ;十 


+ Ch H-mgD0 2] 
由 拉 格 朗 日 方程 
d OL OL 
—— d - ! s 
(4S )- 99. 
op, ^ 99: 
miO, T Gig ch* 09 , eh P= 0 
.得 
mU Q, ch? E igl- ch P= 0 
m à 2 | 
P, Eta ae 0 
3 (3 


,~ 959, t(- 55g. uo 
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此 方程 经 为 二 阶 线性 齐 次 党 系数 的 党 微分 方程 ， 其 解 要 求 基 有 据 动 形式 ， 拓 以 它 的 特 解 
Tox UT ELA 


Q HAE LL (Q,— A,e^! | . Cå} 
把 《4 ) 式 代入 (3 ORAMA elt 0) 


ni g ch? ch” i 
| D *(- T ost jc MA. 


i mi 
. ( 5) 
DO] a. auf gta EL. 8 YA — 
mr Ai d | P *( 1 T eo) M7 0 
TR A, A: CHER JWEDCIDOAEGTIOIAORu. EB 
i Ch Y cn 
Cp thc — 8. 
: P C pU mb / 7 ml | 
ZEN =0 
< hi oaf 8 Q0 
HU ' p *i I + ml” ) 
dq y 5 -Bp E op 
展开 得 -rth $ 十 -2 一) 一 让 
emet p^ 的 二 — .， 
E 2ch* 
Di 二 o?» DjT—y TU 
于 是 ， 它 们 给 外 了 21 I1 4 n] Ba dis 
"Pg | E, 208 
= 二 id mA 一 一 - aq 
p i i 3 P; £v it ml 
H pi s 的 数值 这 入 可 得 
g C en" 
AL! -(1) pH PU d) mh 
b= ADT ch* "E & , ch* 
om p+ L Lm? ) 
" g eh? ch? 
AU) A;U pst miU ) O mẹ A 
b= yy= 7 d o — 1 g, Oh 
A A ch an? ono 
mi’ 9 十 (1 十 mi! 
m 1 
EHR C3 ) 的 通 解 为 
.Fig 2ch. 
y Vi t mi ' 
p majhe | AIO eU 4 Ale 
E Sch 07 
4 ATUM gt imt ! 
l i (6) 
"I. ru Ig 2ch 
EJ "E Y mi i 
Q =A De EEr sł A' Yel 一 


APA, ATL ATL ATO) 是 积分 常数 。 此 通 解 还 可 以 写成 三 角 函 数 的 形式 


(Pima! sin( S 1+8, )+af? siny -242R aeg.) 
| a. dfg X -f JE Zch 
| P, =a] ' sinl y $ TIS m$ osin(V 54-2 ee eB.) 
serat 让、 aj), B,. B; 为 积分 常数 。 
由 初始 条 件 t= 二 0 时 ， (,»5»-2«, (o, = 0, (Piho, (P, 0 fh 
(AVD HATO HA OHA a 
AUF A, GAUL ATCÓmQ 


C. "2 4 2ch* 
ay 4 T (A — A, » iJ - t TOUT (ALD AT (2))—0 


| SUA B , 2ch! (a0) a- 
iy H (ALD AS) d ere Dh ca AI je 


MECR, COR, GOA, CD AR 
A NmAi um A me A = 
于 是 5 6 ) 式 可 表示 为 u NEM 
[o i e(l D M 
E V E+ & , 2ch” 3i 


uz 
ser ES few P E + deb t) 
macos | — e: E —r ES Je feos |- (V " 


( 7 ) 


( 8) 
( 9) 


( 10) 


(11) 


(12) 


IPEA 
ioca IL, GHI AE — 1 UO BT D RU ERG " E tE DTE, 
率 和 具有 周期 性 变化 的 振幅 〔 此 振 术 的 网 频率 为 一 Ei eia. 


mi 
AAM aM 
peo eA Antes 


v, 


LET 


AM Al] MM aM os, 
TTE" VERRE TT 


Wig Pm = tH 


E52.32 


B4 8. Bj CERA E m, T m, BAER MEXR Cox 轴 ) Es 用 一 刚性 系 
Aac RRRA FURRE., SREDE R MADRE C BEJE 离 为 
D. FAR, mi 小 奈 的 初速 为 uo， m: 小 球 的 初始 速度 为 零 ， 求 此 系统 的 运动 ， 

解 ， 由 于 此 系统 具有 二 个 自由 度 ， 客 选 m, 小 球 的 重心 离开 其 平衡 位 置 的 距离 x， 与 
mm 小 球 的 重心 离开 其 平衡 位 置 和 的 距离 x。 为 相应 的 广义 坐标 ， 如 图 2 33 所 示 。 那 么 系统 
的 动能 为 


| ; | 
vj- 
| I 
ro 
DEUM l mai (n) 
若 选 平衡 位 置 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 
y = A olx, mx)? ( 2) 


2 
TE AXUEBdEEBI EL KRN 


L=T-V=-}- mx +- ma? 一 - 3 cix; — x, 9* 


由 拉 格 朗 日 方程 
* 130* 


d OL ar 
" Aa — 00 M - — d 
| dt Ox ) Ox 
| d aL aL 
^ di »* ) x; 0 
得 
W x ctx x )= 人 0 
mix: teix =x) 0 
( x4 x -Exmo 
m: m, 
RD | (83) 


x: + C X. — C x ww 0 


m: nis 


此 方程 纽 为 二 防线 性 齐 次 当 系 煞 常 微分 方程 ， 其 租 要 求 具 有 振动 形式 ， 所 以 它 的 特 解 形 
xk ap m Y 


x - A, ei?! ， xm As el?! (4. 
把 ( 4 )》 式 代入 ( 3 ) 式 并 消去 e” gom 
2 C C 
- ——— 一 一 2. t 0 
( P tm. J^ m, A 


| ( 5) 
C 24€ JA 一 
m 4 十 ( 一 tm. )A: 0 
要 使 A A 有 非 芹 筋 ， 必 须 满足 其 系数 行列 陈 等 于 零 。 邯 
oC oe 
P m, , Mi 
i 
2o € " —p't C 
ma 
展开 并 经 幕 理 得 
3 EE 1 1 
[oct | ak 


于 是 ， 上 述 方 程 给 出 了 的 四 个 可 能 值 
p, -0 (ER), pm tf c( 1-2) 


把 p, m 0 代入 方程 组 (< 5 ) 得 


C 

EF -1 一 一 
Aba Alpe. =] 

A A; E 

m; 


gums eG oed ) 位 入 方程 组 ( 5 ) 得 
-131 。 


m, Ma / "m, 
FRA P= 0 沟 原 微分 方程 组 《< ) 的 特征 方程 的 西 个 重 椒 ， 央 此 方 释 组 (3 ) 的 第 解 为 
x, m (AUG A OHC ODHA ep tt AT ep 


(1) T Nela ta.) 
= C t 0,) o A! Je 1 m; 十 


xm (ALD ATI CEU) HA Pao e AS Cg aa 


-cO Ha sees c( Le eres ) 
l z 


-CÍP Cia) ~ cU? sn ( c(t ) :+e: ) 


出 初始 条 件 t 二 0 HT, xal, TSE uo A=, fm 四 自得 


/ Cj Ua, E Ci gine; = 0 C6) 
| Cia, — T CH sina; = 0 《7 ) 
| 7 
| TUB, 1, 1 | 
CU Tc! NK Pia tun Jeosm =u (8) 
TIRAS EN! f 1 |] Yoga, 0 
€ m. ei Cs. Tm, yes i (9) 
联 立 ( 6 03k, €7 XXX, C6 8 055g C 9 2 BEES 
a, ( 10 ? 
e, = Ú 
a o Mao 12 
C; mim, ( 12 ) 
rm làn (13) 


TR 


8)|9. £7; a CIPUE JETER AE 
ATSEYTABABGOEM, 管 对 直径 DACH 其 
ETJ., TUE i am ER UL ELA AE 
EEn., JEJERE 2A mf. 
质点 位 于 机 对 平衡 位 置 M,， 而 ADOM 
a. SABUR 以 一 消 管 之 切 向 的 不 并 的 
相对 初速 ， 记 求 质点 绕 Ma 位 置 PRRI 
振动 同期， 

解 ， 此 题 我 们 介绍 一 种 打破 常规 的 解 
法 ， 即 把 系统 的 动能 与 势能 的 直达 式 千 代 
ARREARS Mai ERDAS 
JE Xe Pg CER E ROT A ZEE 3 CLP 
SI--mWCAL MRa aA kE Ws 
Tii AE ERER RE. . 

把 园 形 管 与 展 虚 视 汶 一 个 系统 ， 此 系统 具有 二 个 自由 度 , . 故 选 a 、 久 为 相应 的 广义 
仅 标 ， 如 了 略 2.34 所 未 。 那 么 系统 的 动能 六 


T = L-mG'a^ 中 asin?a 中 4M Jp 


P 
B 
n 
' E à i a Jal 


=-l matat 4 -l Gaemo'sinta) Q? | MSS 
普选 为 系统 势能 的 参考 点 和 时， 那么 系统 的 势能 为 
一 — ingacosa | (2) 
出 平衡 条 件 得 
masina Oi ma 
mg tE Fe | 
pri E70 COSH oO (3) 
把 ( 3 ) 式 代入 《2 ) 式 得 | | 
V = — macos, og cos mE C4) 


Tk, XRGEUUDBHRDEH EAO 


L= T-V =L ma^« + -7 . C J- ma! sin a )p + ma! cose oj cosi 


drap Boe 
d OL OL 
=0 h = 0 
! dt ( Oa Qa 
$i ma^a—ma ! cindoosa D e tma cosa, Orsinas 0 
zl 6 一 sina e cosa 中 ! cost, Gi sina 0 (5) 
RARER H AES: 


9 一 中 ， d (-9L..)- OL o, 


di ağ ap 
i — Q-ma sin*a ) 仇 和 = 常数 《外 动量 守恒 )》 
由 题 给 条 件 得 
(J+ma’sin’a} Pe (Jd ma^ sin! 2,20, 
J 4 ma^sin*9, 

Bj Qe Fma sina ^" ( 6) 
JE C 6 23MSA C 5 2 XAR 

a — (--ma'sin'a;) "08| 一 GEIL. | etcostosine 0 (7) 


现 令 f (a) — Snaeosc ， ): ， 在 4 ma EIRE IE RR ERR RE. 


(J -F masing 
E. Ti 
f (mf (a) HE), (ani) 


"PA 
GO -- ma^sin'a,) 
J(cos a, —sin a, )—ma sin L0, Sma" sin gcosa , 
+ GT ma?^sin?a, j” (27e) C8) 


LA f,Ca)msint, dE amas 附近 展开 为 泰勒 级 数 并 保留 刘 一 阶 微量 ， 于 是 
f; Gm fa (n) e) (a770, )7sin8, -Fcosa, (a —a jJ ( 9) 


把 《 8 ) 式 与 ( 9 ) 式 同时 代入 ( 7 ) 式 得 
Si [J(cos ao 一 Sin ao) 一 Ha sin:ao 一 Sa sin2aocog2ao] ,, 
J- ma'sin*a, (aa, 
+toicos a, (a—a,)m 0 
RG pe ana bb 2T 1 $2728 ON 


3. o2 [Jin a eosta, ) Ema sinta, + 3ma'sin teos eo z ] 
B-t oi | JA ma*sin?a, tcos'a,| Beo 
"T Li 2 "A Z H zZ 2 J ， a E y - 
;| Jsin Go 十 Ma sin e, Csin a, Fcos^0,) t 3ma sin aagos Ze. | — 
mo Bto] J-Fma'sin?a, i 
Au Oisn^cQDI-dma^C1 -3cos 70,2] 
n -e. Lima Cl deos a] gao 
或 J--ma'sin'&, B (10) 


因为 


g 


2 ofsin as [J tma O-F3c0s8,0].- 

p J-F ma^sin^a, 2 
改 方 程式 C102 为 谐振 方程 。 于 是 并 振动 周期 为 
J-Fma^sin a 
ojsin e, LJ -ma' (1 十 3cos "P 
即 QU Ro j Jmaísin'a, ——— 

Gasing, Ý J- mo^ GO -F3cos'a,) 
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Bj 10. — 4 J/IERURHRE A mo, RE HG AGER E. IgE Hot 
HUE, KARNEKA k, REREH. 

解 ， 此 系统 具有 三 个 由 幅度， 故 选 各 个 小 球 高 开 其 TARERE xo xus x 为 
相应 的 广义 级 标 ， 如 图 2. 35 所 示 。 计 是 ， 系 绕 的 动能 为 


[5]2, 35 
T =m litti tit) (11) 
若 选 平衡 位 置 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 的 势能 肖 
Vm ki) Hesa) ] (3) 
CR BERI RR BH EL eg CJ 


Lm fy = 3 mGUESEEBDT S ko i T Gr —2,)1] 


ri DUEB B TRE 
2 (2) ƏL o 


"dt V 8i | Óx, 

dí ÔL \ OL , 
IC) x, | 
a (0r 0L . 
dt Oz. ) Ox, 0 


得 mx, tkx,—kx, 2 0 


mx,—kx, 十 2 —kxs 9 0 (3) 


ms — kx; Tx 0 
EX RESEDS CE EAE ECHO IUE UOTE RR. HUEEGROUR AGSEDPSR. BELL RA 
解 的 形式 可 设 为 


xi A, e^, x) 72 Ase"7*, x; € A, cl?! (4) 
把 ( 4 ) 式 代入 ( 3 ) 式 并 消去 eh? 使 得 
TE: Ek a. 
(rt) o 


k oa 2k A k, ， 
-r A Ht R)A m A7? | E 


k : c) z 
mm A:+(—p:+ m JAT? 
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B A s Arn As 有 非 零 解 ， 必 须 满 是 其 系数 行列 式 等 于 零 。 即 


nk _ 
Á p) ? mo 0 | 
| j 
pH: - :十 -2 2 
| m ? ( PU i m | 9 
k k 
| 


展开 并 经 区 理 得 
Ger) Gur) 


于 是 ， 上 述 方 程 给 出 了 P 了 出 四 个 可 能 值 : 


p-0 ( 重 根 )， pnoiV hh. p-y 3 


jB pom O0 代入 方程 组 (5 ) 得 


k 
AO) O AS m _ 1 
AD v A D u o k E 
"m 
k 
AiD A;U m 
AID cA C = ] 
£ 


ipo iy E. 代入 方程 组 ( 5 ) 得 


{i} -02 
My c Aly 一 BIA} Ait} 0 
1 1 


k 
(2) ES. "" 
Ai A = -= =- 1, 
A1 A1 k 
"n 


rr 


goes ŽE 代入 方程 组 (5 ) 得 


2s k 
AL u A;UÀ u B m IE 
Af» AO O k und d 
m é 
Kk 1 
AL A om ē 1 
ADV T RO Oa T y C Td 
m 


x ASH: DR 209 2g 
' 136 - 


FONS 


| AL? A15? | 1 
| AP [2l aw d 1 
AL! F A7 1 
TT - 
| AO] qATU) yo d 
1 AL? | x | A © | - | 0 
AiÀ J l aza | |] 
l AJ P | A,í0 \ 1/2 
(33 fo l a- | 一 | 
Å | | A3 | — 1 
A ALT | 1 A; | 1/2 i 


FBI, p= 0 为 原 微 分 方程 组 《 3 ) 的 特征 方程 的 两 个 重 根 ， 因 此 方程 组 ( 3 ) 的 通 解 
为 


xi SAJ ep A e Pt Al De PA O TP A ea 
' HATT 


{AltA HCl tH Ale m FATO pm m + 
Y i 5 
HAY "n ADOS m t 
=c P Ga )H-0|? sin(y +. tta J+ 


+- C[®sin (J 3k. tta ) 


= AÍ Dé eu gl A OP Al e Pa A LUN Ps 十 
HAE A e Pe 


一 (4 二 A O el t) 十 ALe HA, He! 十 
ök 4 | | "ETE 
LAU m FADEN m 
=c Go ECL? sin M TIS 
Sci Ga) 0|? sin( ‘k T 
X3 e AL: p As DTPA D EA O T 
PALPA Ih 
ns nm 
Ni m! 4 m! 
CAA HCI DHAJ e +A E + 


"we RT 
Vom! Nom! 


T Aie : FA 087 


-cU ka Cf sin( Y E ita, )tclosn(y E etas ) 


=C! Hita) cfosin( / E pte, jt Cl? sin ( € tas ) 


3l H 


1. HEYAT PIERRA B IS 
1*, DER, 


2"、 按 牛顿 定律 喜 相 吸引 的 两 个 目 由 质点 Mi Gao yis nO Mio y» 


21). 
Cf 1, Leica $- o MgeostP, IRON BARPA RH f 
W, l3-HbuiEzbdbiD ish SR, MAOR Wo Arr doce ses RE RR. 
22. Le 1m. GU e Hem GEH A 2] 


Km m. ) 


v (xxi ty, 75)" GU 72; 


2 、 应 用 持 格 关 昌 方程 写 出 自由 质点 在 柱 坐 标 中 的 运动 方程 式 ， 
(E, mir— rQ) =Frs mQ t2 中 )—FPo: mz Fz Jtr Fr A dU 
用 力 在 径 向 了 上 的 投影 ，Fe 为 作用 力 在 垂直 于 r 的 方向 上 的 投影 ， 而 Fz 为 作用 力 在 ? 
辅 上 的 投影 。 ) 
3 、 一 端 国 结 于 天 花 板 上 的 强 纺 在 一 个 半径 为 上 . EPER R E. REA DIET 
ixmEEEHEo, HPSERUOABIDERE e WARIAT. 


à 2g I 
M mmo c = zE 
( B amga ty To P ). 


f AES m, ARIA ERROR I SEA. E330, MEREAAOON RESRECUAE 
( ing Jot s o MERRIE, PIERREA SK FAEM. ORAL 
运动 

C, sm Asin( 2 y E tto.) JORAND ARRA > 
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ERS ER 4 [8] 
5. REA, RP, JUffoR a, KRED- ERENER 56 — pp OS Q EXT 
MERE BdERR. MERE BANE AOK PAER RTA. REEI 楼 村 的 加 速 a X 
mo JORDLEXPEERE ERUIT HEIN. 


CES 7 SED Qu 955 PT Otg/a? Pose Fodnta) 
6. RERAMA E daz BUE ee dep al. FTAA 在 质量 为 对 
的 、 绝 对 光滑 的 尖 辟 上 而 尖 辟 放 于 绝对 光滑 的 水 平面 上 。 由 于 丁子 的 压力 ， 尖 劈 向 才 
平方 向 移动 ， 因 而 杆子 也 往 下 降 ， 试 求 两 物体 的 加 速度 ， 
CH: FEME a = Meiga 
尖 辟 的 加 速度 a; 一 gt) 。 


PIBE O Na PQsing 


- Po a x 
Bi 5 FH Bi 6 FN 
TD. HEHA, EYR ERUM TOBLARI E EIE EJ 
w HA EX 1629 LUTERITAB, PTA B WE MRA m 的 质点 ， 考 18787) PEE 
响 ， 写 出 该 系统 的 运动 微分 方程 ， 
Cfi (mt RB E mR10 cos 9 0) m REO sin(P 0 
TmgRsin( = 0) 
«139 。 


[0-FRüDcos(Q -- 0) — RO "sinCGQ 0) + esing= 0 


8. ARAM, "182r UNIR GEXROJU HEIDE. iiaea AM, ERAR 
PPORERESU G MERSE, EPERRA ERER E 2E PESE IA. RRE 
Un PUR DnEDUESSHMgdef0E e fp SAER HSGRSSOCEREBLN REDIRE 
‘DSIRE AREN ) 


7 


zi 7 [8 


9. EP USE DeC FO ERRARE Es ARAR 绕 一 强 ， 基 自由 Por 
平 休 出 《 如 图 所 示 ) 通过 一 闫 定 请 轮 ( 滑轮 无 重量 及 摩 掠 ) ， 并 在 A R- AP ÉS 
物 。 设 园 梓 只 滚 不 再 ， 求 国 柱 重心 如 速度 s,， 重 物 加 速度 ;及 张力 了 。 


Ms 


il 
1l 


" d 
CH gem Prg. 


3P Pa 
4 ,= 2a, s T= iua 
3p; F 8p; id 


) 
3p: tp: 
10. Zt He HUE RO HERE Ai A2 Ae -am WEM, mA: e 
EXE ESL ENR b 5-58, HE Hk Hi ht gm. ms 的 重 物 M; Mi. Hyi 
| i] 
在 开始 时 
Yi =E yir Yi yin’ Y= Ngt Ya 79:6 
GR US GERE. . 
: ; mim; tmi Jimms . Eo 
C. yiyit Hiet 十 mi Gn; tmi) Amm s 7 
yo cm ys aat | 


/lmQm,—-m:i 0. di 
m; (ms Tm) tim, Ma 
« 140° 


[f 


f m 
UON 
"m | | 
8 l ' D ' d ETE i 
- ui ARR iae 


E vin, 
58 9 [E o WOR. 


11, HÀI —raléip DAS. Minii- atoz SERRO o HH- REO 
之 物 ; SHR AE TUE szi BEEN DEO 5 P. JARRE ah, Hae 5. ein hi 


REER RAHO WRES n GR, CGRIUNHUK a. 
CX. vo -2,/ ] (20— POghi 2(29-—P)g ) 


y topp 777 0+P 


.ILADWISM, M. ELETIm, Im; TIN Sr, it EC MT, 此 S UE 
-J5 ohm. 9 AN Fal EN ds H3BM. 7 HIEMS JUPE SENE SRAEBIOTESI, 假定 ， Hüj^ 


JM L A P I BE g HE EIER CE ZI, a HE PE p. CQ, X it 
IM LUEGO 及 两 个 皮带 轮 中 心 的 加 速度 ， 


(m,—ms)g |. 


GR Ga o s aa 


J 
(mm 十 » ls jr uu 
E 
qim -- Simi Em) tm cg 
S mitm: t U ma d 
» / 
- o 300; Mmi ctn, u a 
= L 


sms +m 十 ms j 


TB. PRA r BIKER SIngpHon 
-AE KAERRA RE D de 过 A 
iB ERE. RA MRE PDEA Ra) 
WHER RE Z RS, 
(R—r)-14G-r) ) 


Elf 


(E, 1= 


EE. 


g =] 


e 14l* 


Fa 


$ 


题 13 图 是 12 图 
14. —X RROA, HoÀNsBlE LRQ REO, AmA ATE STEMT BA CU 
fe AE. FAAR o Eo TESI. xmi RUE BOUE Ne, Xj 
开始 时 。m 在 po 妈 ， 且 初速 为 专 。 求 质点 对 管 OA 的 相对 运动 。 


Ar M ... ERCcosu ) . . gcosd ) 
( HR: oM Q a sin a chCosinat) "ium 


15, BIAUERRRE ATIS C. MEAM IBORABRUTEUE DU D, MRA m. E 
A DA CAIRR GUIDE UH ER. DI mSgdRERUH CORPER. WARRE S gb. H 
a =45°, RREO RER AA AA B ARED ME, TEAME, 


TEL: V 224 
Cs amas 9M--4m ' immu 


题 15 PH 


BE 14 图 


16。 试 应 用 拉 格 朗 日 方 壬 导出 刚体 绕 定 点 转动 的 欧 勤 方程 式 的 第 三 式 ， 
co 十 (B 一 AJoxwveLs， 以 物体 的 自转 角 中 ( 绕 z 加 ) 为 参 变数 ， 
( 提示 ， 需 要 利用 物体 动能 式 子 了 一 -y (Au? -Ba? 十 Co ) 和 以 欧 勒 页 及 其 对 时 间 
的 微 商 表示 的 运动 方程 式 A 
17. 在 一 光 清 的 水 平面 上 有 一 小 孔 O， 一 理想 绳子 长 为 1， 其 一 端 系 -一 质量 为 由 的 
EEP, REKEL -WFO 点 自由 悬 挫 着 另 一 等 质量 的 质点 如 。 开 始 时 ， P 
质 吉 以 ,垂直 于 OP= 0 发 射 ， 求 2 质点 任 一 朋 时 的 速度 ， 


和 vey (vi S eean > 


r 


18。 两 天 体 ( 如 地 球 与 月 球 ) 质量 分 别 为 m1 和 mw;， 彼 此 相对 运动 依据 万 有 引力 定 
律 ， 相 提问 的 吸引 力 与 两 者 距离 的 子 方 成 反比 。 寿 rAr AER, Sm REER 
男 定 坐标 轴 的 位 置 天 径 , 及 r=r1 一 ?:， 那 么 , 试 证 上 明 它 们 的 运动 微分 方程 分 别 可 表示 为 


Gm (rT;) tt Gin ,I(rs—ri) 
| 一 一 -. Uo , f= — a 


19。 质 量 为 四、 长 为 2a 的 均 质 村 D4， 其 口 端 与 固定 把 锭 接 ， 杆 导向 下 坚 直 钱 OZ 的 
X fü 6 .平面 4OZ 与 固定 竖 下 面 的 淆 人 角 为 中 ,质量 为 4m 的 光滑 小 环 容 在 村 CA 上 ， 小 环 


HB OZ ASIE, CREERYEPAISHEA a, 弹 贷 的 弹性 系数 为 ik WE 
统 的 动能 为 

T= I ma C9 sin 0) T (x x! 8x e sinto) 
Hha, 为 常量 ，x 是 小 环 与 0 点 的 距离， 


再 证 明 ， 如 果 6 = ，*x 一 -从 是 可 能 的 稳定 运动 ， 由 


:一 -28 nz 6À 
a 


Egi 17 FR] Bii 198] 
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20。 一 消 轮 可 绕 永 平 轴 口 罗 动 ， 在 吓 沿 办 上 颖 过 一 条 不 可 促 长 的 绳 ， 强 之 一 端 巷 一 
重 物 ， 其 质量 为 m; HÓA AIC ERU, JEN RER. MEKA 52 
MieHRESL I EXCEETPC. DÓntdb$bioNHht M. oiT E, ma en 
轮 之 间 无 滑动 ， 试 求 重 物 的 振 劲 周期 。 | | 

CIE, e= JM. ) 

BM. MRKI, Mim UAR PUEDE: AC 和 BD i edt SER DEF — FREA 
&BEPEEEE. GORTEEI -MEn E ABEDIOEEIIRUSROR. RARA 
平衡 位 置 而 作 的 微 拔 动 的 周期 ， 


ta ou Qe 
(E: TIT Oy 8 GE n) ,OXMHS n m; ) 


题 20 图 


22. RE. KENNI mg m RAD 2 EU xe UE EE SETIS P3 353, ELE A HEB 
SLBBNMEBACDUDG CC ATE ERU. GRFERECT EL CERE TERR c EO DLL. 
(m THN E: ) 
23. REAM, KIZU ATAB, vx — ER rA E CEW) 
Op, ABSPIEENUSESE, Bm EE OREN m AUB AR ABRED pt Elti: 
Bieb. BÁABAGKT UE. TA — E ARTLAEUINTLSI FE 5i ETE C AT231, 
证 戎 系统 的 动能 为 


£08 pag? (M+2m) HOEG] 


rode DURER DC EA CRURA 


"3o y aOrt6n) 
7 2(8M- Em) 


a tdd” 


PARE: 


E 22Hl 着 233 图 
24。 和 和 从 为 了 的 不 均 久 区 柱 可 以 在 水 乎 而 上 无 带动 而 党 动 ， 园 柱 莉 心 到 几何 地 的 下 
次 为 a 。 国 往 对 经 过 其 重心 六 平行 于 其 母线 的 畏 之 回转 半径 等 于 天 ， 求 园 柱 在 稳定 平 街 
位 置 附近 的 微 振动 周期 。 
"MM 
25。 有 一 直 管 04 可 在 水 平面 内 绕道 过 O ra E57 [8] e RE ER LA DE RECTE ES LEE Pi 
— Hi 28 $$ 5; O 点 联 起 来 的 质 二 为 向 的 小 球 , 强 竹 的 弹性 力 与 伸 长 成 正比 , 且 比 例 常数 等 于 
c . 当 管 以 等 角速度 wo 旋转 时 ， 小 球 位 于 相对 平衡 位 置 加 ,。 管 对 转动 轴 的 转动 惯量 等 于 
J , 涯 小 球 所 获 的 说 着 管 钠 的 下 对 速度 不 大 , 试 求 小 球 绕 Mi 位 置 所 作 的 微 振动 的 局 期， 
on Jr č 
($: W K>, fs r=2ry IK Zut mr (K Fwi) 


Xp K=, rm 一 DCM， ) 


题 24 图 题 25 图 
46, -H H-A AE- RIRI ARAM, Ek LERRA, p 
IBIREE Im. LOFTER RRE, PPT RE EAEE S a, ak Eii — HtA 
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获 为 上 的 镜 营 ， 弹 卵 的 另 一 端 则 转 定 不 区 ， 试 求 此 系统 的 微 振 动 的 居 期 ， 
\ 党 所 求 的 频率 是 下 面 方程 式 的 根 ， 


pi— [£ p 8. Mtm) dpi, C8 
E T l M + M! 0 


27。 试 讨论 询 车 车 庙 在 它 错 重 中 心 面 中 的 振动 。 已 后 车 朋 闭 在 弹 鞭 的 上 部 份 的 至 量 
次 日 ， 它 的 重心 旬 通 过 布 记 轮轴 的 铅 重 面 的 距离 1 二 1s 二 i 又 它 对 于 与 轮轴 平行 之 中 
心 辅 的 回转 半径 为 py 两 轮回 弹簧 的 刚性 系数 相同 ，c: mc c. 

CE x—Asin(K,tFa), € —Bsin(E;tt B)) 

x ERU SLODUATSERIER, ClAUADRECN RO mEUESUASfHü.: A, B, e HD 


积分 常数 。 K= y m, K =y RH, 


题 26 图 题 37 图 
28, KX lhis Wm WIAA OAT DABEI Kg LO Te 08 ETE VI ea, mum ms E 
dA sp 5S A AE, IRE k, MH Boum. CRGA EXE SEELTE 
PEMEX. ATR Ri E 0, X 0, 与 时 间 上 的 关系 。 
ap: pre p PEsin Cen ) 十 cf g= 31, Pi jsin (P.t--2,) ) 


0, —c,l; Pisin Pitta, Fcil ,PisinCP;t-o r0; 


sh PE PS FAREI ; 
U quz 1T25 — 
TE (i e+ i - petag Erst 

EP p= mi ) 

20, EEE A m BTA EE R 约束 在 一 般 的 园 形 轨道 上 运动 。 它们 由 三 个 完全 
相同 的 、 刚 性 系数 过 为 天 的 得 联结 着 ， 如 图 所 示 。 设 此 系统 处 于 平衡 时 ， 三 弹簧 的 无 相 
x iB. bx ete E ds DOR THO RUNG. 

K 
w, x oc Gra Heco TE rta )- nto V 3E eta, ) 


s 
s FSK (a) (J 3K — | ) 
X- =e Puta, ) —cU? cos " — e. J+ COS rr; 
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x; cO 0 2,) 28979, ( y SK TP ) 
m 


WP, c B, ajy a, a. 为 积分 常数 ， 


题 29 图 
30。 乓 特 调 速 器 由 蜀 根 各 长 1 的 相同 的 杆 OA, OB, AC, BC, PASTRAT 
mPIERKA, B Euer dEBRS DZ 而 装 动 的 质 是 为 对 的 套 管 和 所 组 成 。 杆 的 联结 点 吕 
4、 旦 与 C 均 为 锐 链 。 口 点 是 固定 的 。 当 调 速 器 以 等 角速度 经 OZ 输 旋转 时 。 JEU 
于 相对 平衡 位 置 ， Jc £Bocm v, WORBIBUERET A DERE DIIS BRUST, 


(E r=- Tine Jir Maia T. ) 


e 147* 


第 三 党 ”哈密 顿 正 刚 方 各 


$ 3-1 正则 变量 、 哈 密 顿 函数 


EPIA, RAARANGA, MAAM EE 与 速度 C Bip! ) 来 措 述 物体 的 运动 
状态 是 返还 不 够 的 。 如 果 我 们 采用 了 举 标 与 号 动 彼 来 描述 物体 的 运动 状态 外 ， IARE 
18 LRL AE Ur AE 77 p PEOR HR 38 81 7L 


mr-Ftr, r, t) 


np p=F(r, r,t) 
(BE. v LEpIBILBSERARJDERBEERR-—BHjRTIYS. SUPpXREEBESIER, BU 
D= mt 


Mixx EET AREAS AMIR, GEM AERRESSIPER3BAIDE) UER ar 
P AEE PETRI ES SUUS, MAA Xe) XE pi KERRI E 
A] AA se UC 2 AIRERA AR 
ðL 、 ôL 
du | n 
IEEE X Ae Lo PERURIRRROUETI XR pitt 1 Prag 682) FERE. lj 
adn, MASRANA EAT Ri C PPOARE ELENCO 是 村 么 ? Si HA AT 
HR EEI RISE C EMT RO LERA? X, ROREM RG EY ARRET 
AE Ka nf ERRE AERE arg) TRAE WN Æ R Cas pis. A i e P9 H js C 
L(qy, Gis t YEM ATI BSRHC QE pis 02. 它们 之 间 的 关系 次 


= į) (11,2,-,n) 


a 
Híqis prt) -[YXinác-LGs det) | : (3,1) 
i=] qi pi 


ĝ . à 

上 式 中 右 端 的 下 标 drm pi REUS qa ER e= 3; Gm1,2, 5,0) TUR H 化 为 
pU WEE. Bub. T C3. 1 D 起 所 定义 的 关于 正则 变 基 《gj p; ) 的 函数 Hs h t) PEJ 
saria. E TARAH RASE SONE OEMAR); REKAT- -47 


MET. 
83-2 wg WEN E 
将 方程 式 (3.1 ) PRISE SE] EAE 


JH 一 p» (pda t ddn) » e» Ba, + uo a )'$ a] 
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BERRE dte, We pR IS FRY 


» 
nD (a= pas Y: (atn ta ) (3,2) 


{jmi ^ i= | 


HRA Sos boe Y. sd 以 及 拉 将 半日 方程 
d f ar Y. 8L .. | | | 
x s) p =0 (3,2, pen) 
那么 ，( 3. 9 》 RLTRE J 
uü 、 
EN MN håg) i ( 8, $5 
jm 


211i, TRR TAANE T WAR P XENURA t N i 
Rp H= HC Dist) 


» ðH ， à 
Ey H = -一 Br J- gea H d 
| K| og t pi Jt- i 


GREN FRE m0, Wo EXEAT REA 


JH = > ' PEDES on p, ) (38,4) 
把 《3,4 ) 式 代入 (3.3 ) ACEI 
» ( on E Qs +{ il Jän: | = È ‘hip Prt) 
合并 网 类 项 得 
D [SE Ha Jar- ~a Jen de 


由 于 qa pi REA EIE HJER, BRDIGSq Sp Eguia RIER, AHERN E 
TOR, Di dg, Op, 之 前 的 系数 问 时 等 于 于 。 即 得 


| |. 9H 
pi" Qn 
1 (1,2, OH) (3,5) 
P" = 9H - 
Uo 8p 


这 是 一 组 由 Zn 个 一 阶 常 微分 方程 组 成 的 联 立 方程 组 。 将 这 一 级 方程 积分 ， 加 上 初始 条 
御 ， 就 可 求 出 描述 质点 组 运动 的 # 个 广 文 坐 标 旬 和 个 广义 动量 如 表 为 时 间 t 08:83. 
生 即 完 全 可 以 确定 质点 组 的 运动 。 我 们 称 ( 3.5 ) 方程 为 哈密 顿 正 则 方程。 


APR ARE 
d OL aL 
202457 i 一 = ta (3,6) 
di ( 8jj Bg, Ü (771,2, H) 
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是 一 级 Ja 个 二 阶 常 线 分 方 称 组 成 的 方程 组 。 将 这 一 组 方程 积分 并 如 上 审 哈 条 什 ， 就 可 
以 求 出 描述 质点 组 运动 的 天 个 全 六 邢 标 4 和 上 广 六 连 度 册 南 为 时 间 t 093. 
因此 ， 近 格 妆 日 方程 与 哈密 顿 正 则 方程 在 分 析 力 学 中 的 地 位 与 作用 芷 完全 等 价 的 。 
由 于 了 蛤 密 顿 正则 方程 是 采用 正则 变 最 《 gi, py ) ， 所 让 使 方程 在 形式 土 显得 简单 而 又 对 
称 。 于是， 哈密 总 正则 方程 在 理论 上 有 玫 高 的 价值 ， 特 别 在 理论 物理 的 发 展 过 穆 中 ， 前 
经 起 者 很 大 的 作用 。 如 在 海 森 保 的 基 子 力学 中 仍 热 保留 着 正则 方程 的 数学 形式 。 也 正 因 
为 哈密 顿 正则 方程 麻 求 攻 的 是 正则 变量 5 qj,pr )， 所 以 在 解决 具 性 问题 时 ， 必 须 把 广 
义 速度 训 变 为 广义 从 标 与 广义 动量 py 的 函数 ， 这 对 于 解决 较 复 染 的 问题 时 ， 将 是 一 性 
十 分 采 烦 的 事 。 丰 这 一 点 上 ， 老 利用 拉 格 六 日 方程 就 可 避免 这 一 麻烦 。 因 此 ， 拉 格 朗 日 
方程 具有 较 高 的 实用 价值. | ~ 

正 划 方程 有 其 明 昆 的 几何 意 闵 ， 即 ， P 
EAEE ERRED DA 2 H 228 
FEAP- TAKER IX BEI AR dS 
hrp X Hs ai 5 n IL 
E BH. RNET EH 2. bm 
间 ， 其 中 的 点 其 做 相 点 ， 当 #=1 时， 
HeRR I EBHMBOFED CABE] 3.1 
Bp. Hne hji, HER HRS, 
前 夯 不 出 来 了 。 质 点 组 的 运动 过 程 在 相 空 
[aj Po PEE MARBLE. ERE R E 
路 了 质点 组 的 位 置 写 三 Xam Migi g 
正 划 方程 (3,5 ) 给 出 了 相 点 的 运动 速度 。 

$3-3 哈密 顿 正则 方程 的 能 量 积分 
为 了 确定 哈密 顿 正则 方程 的 能 量 积分 我 们 首先 来 探索 一 下 哈密 频 函 数 的 物理 总 义 。 
Er ADRE X p=- RARER RRE, D 式 得 


H = PE $5 ^ gl (ST) 
在 $2—335 8, Jed PERDER, BUROPBIBXGEILIÉAREDETIUXGEBE quU Lu. 3T 
—iX. UEIF A, qudd 

L-L;,TL TL, 
于 是 ，《3.7 ) 式 又 可 表示 为 


OL. E -—- OL, e 
n= [5$ "E E$ It Y Spr LH) lun 


RILECIRUAT IK URGE XE, PETEAREN 
H*[2*L,-Fi:L,40:L,—L;—L,— Ll ip 


* i90» 


= iL,—L,]. 
2 dip; 


SLT To Vig ap (5,6) 
由 此 可 见 ， 在 通常 的 保守 组 的 情况 下 ， 附 密 顿 函数 是 用 正则 变量 Cap p; 2 E ZR ELT X 
能 晤 。 阁 保守 组 所 受 的 约束 为 稳定 约 来 时 ， 那 么 由 有 2 一 3 节 里 动能 在 广 尽 坐标 中 表达 式 
得 知 Ti 一 0 T,—0, T,-T; 因此 
H=T+V=E (3.9) 
此 时 ， 哈 冤 顿 函 煞 互 就 是 质点 组 的 总 能 量 。 也 即 表示 质点 组 的 机 械 能 
下 面 我 们 将 进一步 确定 哈密 上 额 正则 方程 的 能 晤 积分 。 由 于 哈 黎 转 函 煞 歼 为 广义 华 标 
gi | XE pRELENIBP: EHI, £D 
H-Híqnps t) 
Br aH 


OH . Q 
[S E m 


把 正则 方程 (C3.53 式 代入 C3,10) 式 即 得 


Hc ð 
SH Ly ci dE 


dt 
Ed dH |. OH 
"atc Ot (3,11) 


ua T? 
. HR ( 9,12) 
jg (3,12 ) 式 代入 ( 3,8 ) 式 ， 便 得 在 一 般 保守 级 的 情况 下 

H 王 TT 一 Ty 十 Y= 二 弟 基 ( 8.13) 


5 (3,130 son SE LIE DT REESE dA. WEER TENE, MEE $2— 982 
Spesa TERERAA DERRE A MERR R. Bl 
为 ， 前 面 我 们 已 经 指出 过 ， 垃 格 朗 日 方程 与 哈密 顿 正则 方程 在 分 析 力 学 中 的 地 位 与 作用 
完全 是 等 价 的 ， 所 以 它们 在 解决 同一 实际 问题 时 ， 攻 然 要 得 出 相同 的 绍 果 ， 

如 时 我 们 所 研究 的 保守 组 是 稳定 的 保守 组 时 ， 那 么 (3.13 AREN 

H» T--V 二 常量 

EI X38 BOULTRCRE ST TR. 

TERTA d [| P2 Ut BE POr ER IE DUI PEE FI, 

Di X SEU Rp EREDE MERRIER At d B HE x TEES 
V lap dz 3l E LER T. 

Bu od d EARS HTBBEBRA-XTHBR, ex, y. ENT. 
ESI XAR. TES O REAR RR FL EE RC 

» i51* 


四 
L-T y — om ++ )—V (x, y, z) 


Am 为 自由 质点 的 质量 ， 
i X ES 


.OL 
Ure Tm 


Eig, HRSA 
数 的 定义 得 


H =| Z pór-L | 


IL j r 
J 


P; QD; ps 1 

moFs qo EK» ILOB*? —.—-0 
| 

= (3d picbpi)TVOnyn 


(12 


p p: , pi 
一 十 7 m Tg, Y? z) 


(32? 


mo JE, HEAS H RA 


L -— mH p Qi -iVíp, Pz) 


由 广义 动量 的 定义 得 : 


" a 
AA act. oun Sm 


EE. put DERE: fd 
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(4) 


4 


: ; E pe Pp pz 
_ P6 o P* LE m od od Z MevG.Q,z 
| 十 n 
Hi nt 2 "n n p F ? 
pêp 
- {pp tpj Evie 9,0 ( 8 
2" o p 


:ji， 球 华 标 :册子 白 由 质点 具有 三 个 肖 由 庶 ， 故 选 +，6。 甲 为 相应 的 | AA 
于 是 ， 直 由 质点 的 拉 格 说 日 函数 为 
L = G^ tr tr sin o 2 一 (nb 中 ) 


HU XS RC) RE DES 


Pj) 一 OL =mr’ 0 
8 


po 9L. —mr'sin 0 


ap 
"TI 
Bg = . pe ( ， 
mr 
" — pe 
nr sin“ 0 


e, HITA I R A E RAS 


; 
H=| Spå L | 
i= j 


g177 Pl 

P 2 

om + mr mr'sin'n 
HN "PD: 
( 7> (fo r sin pe EyG,o, ) 

To N m? + miri m r'sin'ü 

1 ( 2 Po Pip 3e V(r,0, €) 
= A paa 

2 *^sin € 


"ENCITTETUNITREIUGEYIEI Ie 
y, z NE zt ES E LR. 
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解 ， 选 旭 图 3.3 所 不 区 0202 23 PUE ENGR: oxyz 为 旋 笠 坐标 系 ， 为 朋 时 角 速度 
C Blloxyz 3e 2h PE ERR 28 ofge 冉 定 全 标 系 旋 竺 的 莉 速 底 ) ， 显 然 ， 咎 由 质点 具有 LTD 
由 度 ， 玻 选 x，y，z ARAR EIO Ati 
由 相对 运动 的 巡 度 公 臣 得 吕 由 质 成 测速 度 玉 为 
V=V, +o xr 
cb) ib torito, jrek) xixi tyjtzk) 
=(ġ t0, zit +Hoe wre Oz y-70, Xx) K 
Tu HAERERAA H id OS 
L: -r LGg-Foyz— 0, tH to o) la bay wx) ]— 


— Vix, y, z) ( l ) 
HI XE E XS 
, 
T 
e 2,3 
p= F =mi tozo) 
py™ p Emaor) 
p= DL mn d Ory- u, x) 
Bir EJ æE — a yz asy 
( 了 


g= FY. ry 
m 


HE. 
DU. oey to, 
"n y d 
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因此 ， 旧 哈密 顿 陪 数 的 定义 得 


3 - 
H-[XE mhi —— kr ti- Li C3 
iT! dr— Pi Hx Pi 


把 { 1 ) 式 与 ( 2 ) 趟 同时 代入 5 3 ) 式 并 经 整理 得 
H (pip T 53) — pa Ca, z-70,y) 7 py Cox 7022) ~ pr Cos y —o,x) * V 
=- p 


2m 
=P. — wm (rxp tY 
943. Hi Puck rag Epi SR CREER Hp SON 
sm 一 4 中 十 一 -A y 
AP Pe, AARS, AE AAR 


pim» 十 -4 Al 


—p:(oxp-cv 


HER 8 C DSL 
m my” i 4 2 
Her ta S (p , À) tq 
证 ， 由 广义 动量 的 定义 
-8L 
Di™- 8y, 
ô 


== mrt - Å; 
BRE HIE. 
x ih e BER CT RE OU 
H-m—L 
" 


-YXísu A Jum 


a 
- 


[37 g 
Y y^ d. "nv LA 
一 myt + - AN 2 十 ag C A v 


2 q i 
二 my 十 4. ÁA'v-— in Tg 一 PEL "N 
t 
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=m HG 
X BUT p= my] +-+ A; 


所 以 p 一 my 十 一 -从 


Ui ybi € 2 ) 式 代 入 ( 1 ) 式 得 
Lol 2 — 1. LAY 
H =- mv ta -——( p C A) Ta 


Bid; -TERAM ESL ERE ZR 
ERRA k, WIKER KEA a hM 
EHAE fom 372 fES F pmEAE 
f MARIRE WEM 方程 求 此 弹性 挫 的 
运动 微分 方程。 

解 ， 选 如 图 3.4 所 东 的 学 标 系 ， 显 然 
PERESEKON —BIHUE. WOE T. o Ap 
BW SEA NR. TE S SRIETABS 动 能 为 


=t m(t Hro) 、 
共 选 0 点 为 看 力 势能 的 佑 考点 ; 加 处 
汶 弹 性 细 继 势能 的 参考 他 置 时 ， 邢 么 漳 性 GEN 
TT) SBE 29g 
V = —mgrcosa + -元 kir--i14)* 
Bu. SAPERE ARB H ERN 
Le —mG r8) + marcos? -—- 也 人 一 站 


由 广义 动量 的 定义 得 


和 一 OF y; 
Or 
p 8 — or =mr ð 
Op 
7 一 Er 
EE ium" 
pa 
pm LV 
mr” 


PE EA PUPE ERATIS E RE E EC TIT EA 
* 156» 


H=[F pi -L | 


p= op 


z pj AS 
| pi , P6 1 Pa " Pg 
—m 十 mr ma mir J- mercoso 
" 十 一 kG—1,)? 
1 pe 1 
一 p +28) mgrcosü T k(r—1,)^ ( l) 
由 正则 方程 
qi—r ， OH 
[»-- 
NP 
! ^ 8p, 
fs í D^ 
fe 1 . d ^mgcosü —kC r — LL.) (2) 
— D ` 
Y m ( 3j 
由 正则 方程 
一 eL OH 
VE | 87 ag 
. OH 
| 0 — 
Ope 
得 | fg— — mgrsin8 (4) 
| 9= P TE 
` mr 
把 ( 3 ) 式 对 t 求 导 后 与 (5 ) 起 同时 代入 ( 2 ) 式 便 得 
mir-- r0? )mgcosü —k(r—1,) (6) 
ju C5 2) 式 对 上 求学 后 伐 入 5 1 JARRIA 
- d o» mm 一 一 1 
i (mr^0) mgr sino 
| | CT ; 
或 者 m(irü-d-250) = —mgsintü 


因此 ， 弹 手提 的 运动 微分 方程 为 
E r—10:) —mgcosü —kGr—1,) 
^mt re 十 2*0 )7-—mgsinD 


8/5. ELATI PUE D 76 RE SpA. ERR i PRERA (221 23 f. 
+ [57 ， 


Ha HDDERMBHAERUHL BUE, Wee. QUIS SAEPE mE 3.5 所 示 ， 


FT EX Bb Jy 


X 


— e e r o ó—À rih 
F4 


m 32,8 
— i ini à o: 7 "2 
t= mCl^0* +E sinay ^» 


者 选 O 点 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 球面 摆 势 能 为 
V-—--mgz- —mgicose 
Big, RESES Ata pH A EON 
; m (118*4- t sing 站 * )-mglcoso 
由 广义 动量 的 定义 得 


L:zT—y- 


H Er 8 == Pä 
EE ml 


p- P? 
mi^sin*D 


PiL RMRI E DNE CUIU 


H = | x piii L| 


di^ Pi 


p. Dip p . 
o m(t» 全 二 itsinig > 


^ mU Toniisin'0 2 
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[ 


了 ， 


Dåp 
* -a gigg) melcos 


= 1 (n, 09 
?m E F sing J- malcoso (1) 
HIE MY 
qı =p; TNI OH 
ms 
Pà 
得 cosh* pe 
be nig 一 —mgisinà ( 2) 
2-1 Po. 
e = T (3) 
X. HE Mp7; 
q; 0; . zo oH 
Pe EIO 
ba H 
中 
fà | o7? C 4 ) 
:m= 79. 
| ml sin*6 CB) 
iE C 3 0 XS tok S C 50 式 同 时 代入 《2 0 3E £o m 
m(t ~ Isín8 «cos P 7) z —mgsiné C6 9 
jB C 5 7 式 对 上 求 导 后 代入 5 4 ) 5X8 
.ü tain AQ = 
di (ni^sin ^g(p»-0 
67 2 


即 mi'sin*6q — 43x 
因此 ， 球 面 提 的 运动 微分 方程 汐 


B. 8 一 isinbcosb 站 “= mpgsing 
" mi'sin'o(p — 3t 
$46; iy Rire S EHE RULES UPDB TEE CE ae SUB) 9C RR. 
d. REGES, ETERA, WEBA- e., BFTETER e ber rS us 
HARDI, FERIERE BR. Hi CREAZA GHE, WORT. PHM 
4| X ARS. TE CRF peA 


F =. > mar trO?) 
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而 势能 为 


RP e, 为 介 电 常数 ， 央 而 ， 电 子 的 拉 格 六 日 函数 为 
LoT-ye—- m bre ee 


由 广义 动量 的 定义 得 


c Il 


所 以 ， 电 子 的 哈密 顿 重 数 可 表示 为 HI B.E 


== è GH 
qr: 。 
L n 


X. iB P SE EE IE 00577 8 
qs =P, f ， __ OH 
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TE 


Y, eaer ED 


JH f 2n 
fs (Bos 0 (4) 


l 


| p=- ( 5 J 
1C 3 ) SF tokRUu B C5 ) 式 同时 代入 ( 2 ) 不 并 经 整理 得 
T = rs - d 一 3 qe 
mi r—r Q^») ike, E ( 6 ) 


ESO XX] RARA C 4 0 fd 
d z mL 
uU" j= ð 
pp mr P= E (7. 
对 此 ， 电 子 在 座 合 场 中 运动 的 微分 廊 程 次 | 
(rrp) up t 
mhr! 中 = 常量 
B]: - 个 质 莫 为 所 的 质点 ， Et R WAME, A pl tE E Sp 的 引 凡 
Jl. JESUS ANS B ACE RS E RE EE C REB —kr ) 。 斌 用 哈密 颖 下 A 
求解 此 质点 内 点 动 ， 
x. AmA TERREI A Dd SUE TG ENA LOE, 35 4MKBRIS BOE, 站 


E 


. i6l* 


z) HTRXAGXG BBBHORMIEBGILTGGHE. WEP, zs XA 标 ， 1 


A. MESES 
Tæ n ORI QR) 
而 势能 为 
= 一 上 F*dr-— f kr edr = | krdr = ; 


C 中 处 Fr «dr—rdr 7 81— 3 ERJAS S GÆT. ) 


由 于 约束 条 件 =R +z MAESE RRRA A 


= klR Fi) 


TX, MAMB IIA HL ER SCR 


LeT-y- P mG*$ tz) ECR? z’) 


H) XERUAEG 


3 


Dp P R pi ps 、 
uS E m T aA mR T aT) o 
-LPS ape aq 
am R? i 2 
Hi Ber d DIE: UE 
= . OH 
gm: | že == ag 
| ġ= 98. 
， po, 
得 $« — 0 
Pe 
Pe yp: 


+ lg" 


l 


ki R tz) 


( 1) 


( 3) 


又 由 哈密 顿 正则 方程 


PTT = ÔH 
q i p= 5: 
8H 
to Op 
得 $.;——kz 《4 ) 
3 一 C5) 
将 ( 3 )》 式 对 上 求学 后 代入 2 0x8 
d ? 0x 
y MR PS0 
Bp mR P 一 常数 
或 者 Q =. (常数 ) 
把 上 式 积 分 一 次 得 
P = eit tca (69 
GAB c, cy 为 积分 常数 ， 将 5 5 ) 式 对 + 求 导 后 代入 《4 O A 
mz4kz-— 0 
Rj z+ 20 
由 于 一 一 > 0 ， 所 以 上 述 方程 为 谱 振 方程 ， 其 解 为 
z= Asn (V +- ta) ( 7 ) 
ARA, 为 积 妇 常数 。 因 此 (6 ) 式 与 | 
(7 23M 0o os MR ABL GE, : Pk 
例 8 半径 为 r 的 均 质 小 FEES, 自 半 purus 
径 为 R MUT Jc LEE DE BOSE MCA RC SO 


( 纯 深 动 无 滑动 ) ， 试 用 叭 密 顿 王 则 方程 
求 小 园 柱 质心 下 降 的 加 XERE C pp 0 ff 3E 
A. 0 人 旬 为 两 闻 柱 心 的 联 线 与 错 直 线 之 间 
KEA). 
解 ， 小 园 柱 具有 一 个 自由 度 ， 故 逃 8 
H Ep HE 3,8 所 未 。 由 于 小 园 柱 
是 作 了 平面 平行 运动 ， 所 以 小 国标 的 动能 为 
T——— mGtn0 du! 网 3.8 


zt m 为 小 园 柱 的 质量 ，J 为 小 国术 对 过 质心 C 的 转动 轴 的 转 动 惯量 ，o: 为 小 园 TERR 
其 自身 转动 轴 的 转动 角速度 。 由 太 设 条 件 得 
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QUOD 2 
F 


Jeu mr, — 
BRE. 人 
一 S2 md? 0 
疹 选 点 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 小 园 柱 的 势能 为 
V -mg(R4-r)coso 


TE. MERRI B KN 
L-T-V =i mIR+r)” 0 amel R T r)cos 
由 广义 动量 的 定义 得 


pg= 一 mr )' 6 
Q 8 


r 6 - 208 
BR 9 7 mGd 
Bri, opSEEE EXE 3e 

H = [pe 8 一 L}? 


日 —pa 

2p; 4p, 
|. (0008. 3. 21 
(00 $mG e rY 4 mtr) üm (Rar) 

E! 
REC 
一 下放 T mgCGGQUT- r2 cos 
由 哈密 顿 正则 方程 | 
9H. fb pemg R+r)sing 

| je" "80 
| Y ?pg 
| = as 3 SmOR +r)? 


i (3 ) 式 对 上 上 求 导 后 代入 《2 0 式 便 得 
S- mr) mg CR sint 


2 


; .2.. 8 
SR TU.$ C RE 
IH Ub. bd ERES T EIS ITE HE 28 


a=(R+ r0 一 一 gsin0 


sin 


49, EO ELTE E UE PCR T RD Jt y USARE o 


rig Rt r)cos8 


( 1) 


(2) 


(3) 


CA) 


( 5 ) 


o 绕 通过 其 一 请 的 水 


-+ 8 E 
XtBhibzh. deed. ERSA RERA e. TRSDU SU IS] EHE Ar e * as Hr d 


qim ir p meque sni. 
TE 164 * 


解 ， 小 球 其 有 二 个 自 岛 度 ， 故 选 7， 
6 为 广义 坐标 ， 册 是 设 得 知 ， 8 = oc 
数 ， 所 以 小 球 的 动能 为 


T ———mG' ra!) 
车 选 水 平 辕 为 势能 的 参考 位 置 时 ， 那 么 小 
球 的 势能 为 


V -1mgrsinó = mersinwet 


TJ; IBEIREMDBLRASH H PS 


了 一 了 一 站 一 ;- mG?^-Fr*a* y — 
—mgrsintot . Fg 3,9 
IC XCSIPRERS AE X 18 
| Pr 8j mz 
pg OL =L mra 
ao 
F . M Pr 
PUR T nm 
E - -上 9 
nr 
Ebl. /NERBST SIUS pg 2 n] E 7 
T 1 
H æ PAX L| 
(iw! TET 
p. Pa | P? r Pa ) 
7m ^ m! ^ 2 m {ms o i marsinet 
p? 
"E 1 2 4 o 1 
= sal py oa Y+ mgrsinat 
由 哈密 顿 正 唱 方 程 
- | ôH 
g rs 1 e= 一 一 —ór - 
- Oll 
(7*7 8p 
得 t B 2P ON —mgsinet = me r— mgsintt 
5 


(2 
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f C3 ) 式 对 + 求 导 后 代入 ( ) XD 
mr=mo r—mgsinet 
或 r 一 o2r 一 一 5sinot 
参照 $ 2-2 中 的 例题 1 的 具体 解法 ， 可 得 非 齐 次 微分 方程 (4 ) 的 通 解 为 ， 
roi "boue H- sinar 
3p t€ 0 Bj, ra Pe DE 
cr Fe: =a 
Cime =Ù 


for C6 0X CT ) 式 解 得 


. 8 
ri 


ROS ) 试 代入 (5 ) 式 便 得 


r => (o! p ann B a pr sinet 


B . 
—ach(et) T; - gine 


( 9 )》 式 便 是 小 球 相 对 于 管 的 运动 规律 
例 10， 一 铁 线 AB TE E E TFA 
点 ， 与 三 直线 O4 所 成 的 前 度 ayw 2X. 
度 一 质量 为 mr 时 小 环 可 以 在 铁 线 4B 上 上 目 由 
滑动 。 当 铁 线 AB 以 等 前 速度 e HOA fk 
动 时 ， 试 用 哈密 顿 正则 方程 求 小 环 相对 于 
铁 线 AB 的 运动 规律 。 假 次 GA=h，AB 
一。 开始 h DERETA, Hæg 
久 小 环 才 能 达到 如 端 ? 
解 ， 选 如 图 3. 0 BDRISMÉ BRE. MBA 
小 环 的 动能 为 
T=- mlt trto 2a?) 


出 图 示 可 得 图 3.10 


r= gsina 


zh- p&cas 


0 一 o( 常 数 ) 
所 以 ， 小 环 的 动能 又 可 表示 为 
T = mí atw’ sinta ' p`} 
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MUR p) X2. 
若 选 oxy FEAR ERSE EPA IN ERIS BR UTE A 
V 2x mgz —mg(h— pcosa) ( 2 ) 
TE. JMEARESEBLHEÉR 8 H IC 


LwT-V =- -mla Fe'sin'ap*) - mp(h- cosa) 


由 广义 动量 的 定义 得 ， 
aL . 
poo ome 
P aa 
故 有 TR 


m 
F AARRE AAE A 


Hz [P pe — 1]. 
A-—P, 


2 2 
a PB Ol m (2. - Fu! sin? ag?) -mg(h — scese) 
"m à m 


2 
= Fp. D matgin tao? -mg(h — cogar) (63 -— 
2m 2 


由 哈密 顿 正则 方程 


Po- —C- mo'sin'ae —mgcose) me^ gin ge -mgcose ( 4 


得 |; =2e TE 


jB C 5 2 式 对 上 求 导 后 代入 ( 4 0 xig 
m p—mo* sin^ae--mgcosa 


P p— ot gin'ap-—gcosa (8. 


此 为 二 阶 线性 常 系数 韭 齐 次 的 党 微分 方程 ， 其 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
站 2 一生 25in a= 0 

WORREN A= tosina 

TE., WARAKI- REN 


(sinc? „sine 
p*sc,g SU T gye” 


而 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 为 2** 二 a， 代 入 原 方程 ( 6 ?得 


gcosa 
a sin a 


e a 


所 以 ， 非 齐 次 微分 方程 (6 ) Dé 
* 167 - 


"i z - i 
p-—c,e sinat -Heze Llaf .. geosg 


elsin'z ( 7 ) 
EH Tr 0 时 ， p—ho0, 5-9, VEM 

| cı Te; = -有 293。 

wm sin“ 站 


i 


联 迹 上 述 方程 组 解 得 
_ +, gcosa 
CI SE y + main | C B ) 
jB C 8 2 式 代 入 (7 OX 
= 8 COSA ¿Psinai 上  —esin6t. _ gcosa 
e 2e'sin*a (e te asinta 
s — „gcosa _ u | 
[Ea p iini | ch(osinat) i| p ( 92 
( 9 ) ARNIR TERZABRIISSI SEE, 
ze-lHt 
== T [serine |. 
o*sin 
(esinar)m OSA aL 
ho chimsinat) g cos d 
-if «sin'al . 
RI asinat =ch (230 
g cos g : : 
o j fy msin'at » sinat ay 
于 是 ， t= asine Ini g cos a UH jey” g cos & +) : EF 


(1i cR. RORCUMBUMEM. REFE Ar, MEA miS 
[NETTO UNT ROUOEDSbLI NE Tri PME UE QUE Hh 


Bb EBPARBUPEBDRGR, PARR RA FEAR, bR, 
R HTARRE AHE, WORGSULBHEGDCTUAU IR ye AHE XA Ai 


H3, AR. TERARI N 


[53.11 
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ioa tis: 
式 中 /为 系统 对 过 质心 C 月 垂直 于 回 盘 曾 的 转动 畏 的 转动 惯 景 ， 忠 为 系统 绕 过 质心 C 
转动 轴 的 转动 角 述 度 。 由 题 设 得 
J-= > CMR 十 PP 
Ye = rq 
皮 系 统 的 动能 多 下 本 为 
1 j; 


1 "- - E e — 5 
H, T— ^md MY. t4 ( MR*--mr ) ie 


I - k Lamar: + MOR? "229122 C1 
若 选 0 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 系统 鸭 势 能 为 
V——(Gm--M)gy, (2) 
TE, BHL mb IRA 


L-T-Vy- M [3mr HMR Hry b Gr t MO gy, 


出 广义 动量 的 定 尽 得 
8r, 1 s z 2 
P. o^ uL... 2r*)]9, 
ye= ay De LSmr^ MIR +2r ]9 
4 d noo. PYe O 
EUR ye 二 Smr? MR! Hr) 
Duo RAEM ii E CUT AES 


2r" pi. 
S“ gmr MGE) 4 
Ar* ps, 
amr! HMR? 42r), 
F Py, 
» = gmr HMR? 二 27 2) 


; [3mr EMCR +27 )] * 
一 tm EMEY: 


— im- H Mogye ( 3 ) 


d ner WE 0 RR 


8 0 iym ocEMS CA ) 
b 202p Pye | (5) 
Ye 5 Muy MR? 26) 

it € 5 0 RHR IRACA) Ew 


" i59 


[Smrt MO dc 2r! ) yum 2r (mr Mg 


2r” '(m-i- Mg | 
1 Qm — y 
Hi Ye (十 对 区 


i2 HEHAD RHEN A, JA 
Em, "CBJBEGEe Na EXE A gs 
LEGE, gii. HRE, 日 一 br 
Arcu ecu CEEIRESEGE HT BOSE 
BFAA. JIRE ME NJ AERIENE 
-AEAEE o C TAi gR ) 。 


E BDOPXEGSROG—^BHB,. pok ) 
aJ USEI AA WEI, AR, T 
jh. PRABEJQEOGDS RER 
AO Ícos 
! "m | B - 
ye sw lginà DFT FTP 
M Bot SE TREAT [E3, 12 


n,"* —lsinü 6 


e= Íoos0 0 
从 面 ， 系 统 的 水 能 可 者 示 为 
I P oe 1 M 
= mkiri} E 
5 D E S 


AH HATARI UC HAER TPS West be ui T TE PEOR qi PH s D, rv] 0 d 


HEPER CHEE T FFIBJASSVI IRISI RORIS NIU. R ER y T5] SEP SG xul TORIS 
T— Lm [( 一 ing -l (feos D - ) Jei a lment 8 
yg min (12) 


ko MARAE REE SEA ESSET EMOE ERA 
V =mgye —mglsin 9 
Tac. ARBRE H EC 


(2) 


L=T-V=> 4 t nb ( "— mglsin 8 
B^ x smBtüyse vu 
Pg 9L. — 1 mi 6 
89 " 
n" 1 Pg 
EH 6 一 LITT E 
FEL. EREE E OU pep CU 26s ZA 


: 10 


日 一 也有 
__3p6 _ l, 4 ,, 
am 2'am* 
-1 a EIN 1 
2 Cami -mglsin8 
E fS E TE 00] 77 8 
— 8H 
pa 88 
| =H 
5 OPg 
得 Lam —nmglcos Ë 
| g — P8 . 
imi” 


Kt C 5 o SRXF RTEA 4 ) iip 


aml’ 6 — 3mgl cos 0 


p 3g 
ĝ -= 一 a 
Hu » cos 


» d8 dD n dà - 
由 于 .,.09 , dÜ Ber want eb. 
d dO dt qa ' A68) 


"LES — 8. cosód0 


8 > 3g öğ 
| 8q0--——9?-| cosüde 
di JOU 


Č 


" igi 1 (eingo —sind) 
d 9 1E (sino, —sin8) 
M - V 3-sine; —sing) 


上 式 的 8 OS EHE get Pope ad frt E 


pli2 MEEA MIRER 
AXOEBPÉZHS RASSE. SfERRUBS—Ó 


KERRIES. PARURA, o REER WESER, 


-t mglsin 8 


Ae. Yedpi3.13BDpR HAS ERA. XBAASRERRUSBERZU 


x-—rcos P treos te) 


l NEM T rsinc Pra) 
UC 


(3^ 


( 4 


( 5 


(6. 


+ YT] 。 


t= rsin o — rsin P +P 4 8 ) 


ý= recos Q P --rcos(Q --8( 中 十 B ) 
于 是 ， 小 球 的 动能 为 


T-imGUP 
cy mt 7r sin Q—rsin( 9 4-0) (9 3-8 )):4- 


-F reos Ø --rcos (D 4-0) (p + 0)1) 
- mr TỌ :十 (中 十 6 ) :十 2 中 (中 十 8 )cosB.] 


HB —o- 常数 ， 故 上 述 动能 表达 趟 又 可 改写 为 
= mr [oz 十 (Co 十 6 ) 十 2m(wm 十 8 Jcos] 


=- -mr [ottu + 208 4- 0 ? +20? cost --208cos8] 


2 
=> mr [209^ (1-- cos8) +20 8 (1--cog8)--8*] 
1 


2 
若 选 Axy 水 平面 为 势能 的 参考 面 测 ， 那 么 小 球 的 势能 
V=0 


Smeg XA. Tio MERAB H ED 
L-T-V mr 8 :十 2a(o 十 8 ) {1 十 cos8) 1 


由 广义 动量 的 定义 得 
OL 


PST o. mr 8 mr wll cos8) —-mr ^T 8 Tett -F eost? 


Op 

故 有 a8 一 二 8 .— o( 1t --cos8) 
mr 

BR, DERRER MKR RAN 


2 v. 
=P (1+ eost) pg— L mr E PG —q(1- eoa) 1^- 
mr 2 mer 


—mr it cost) [Lo 十 - -wt j- cos8 ) ; 
r 


amr >| 76 —2a ios) | —«*( t cose?] 


外 哈密 顿 正 期 方程 
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C1) 


(2) 


6 一 "86 
OH 
pe 
得 óg— —mr'i S. — oC1-4- cos8 ) Jesin +w sino} 
一 —pguwsino-d-mr e^sinücos8 ( 4 ) 
8 一 9 一 of1 十 50s9) (5) 
"Pr 
将 (5 )》 起 对 + 上 求 矛 后 代入 〈 4 ) AM 
6 < 一 e esin(ü to” 'einücosD --esin8 8 (6; 


jB C5 ) dC A C GO XX 


ð —— -pgssint --o!sinÜücost 4d povsint — w sinB( İ 二 CS) =w sin 8 
mr mr 


Ej — —e'!sinü C7 


由 于 8 一 9 7, NK (7) 式 又 可 改写 为 


0d 0 — — c? sinüdo 


wE 1 0:— 1 8} =w Ceosti— cost ) 
或 者 r8? —P piat (o^ (cosh — cos ,) 
all Vi—Vi0=2r w (cos — cosB ,) 
Brij, V= MEN ) 
Bild -ERX m 之 质点 ， CX 
ave acc ol 之 0# 
mba., BERERA, AMY E MEE 
方程 求 其 运动 玻 分 方程 。 
解 ， 由 项 点 县 有 两 个 月 出 度 ， 斌 先 
p. PHAR 的 广义 is. JUEDS.14 Br 
ma Ede. HAARET ÆR N 


cime! iiS 


F3, 14 


1E h ER AREAS 


x 十 y az 
-178 > 


即 
WA 


p* =g? 
2.20 7 
i- 二 -- p 
a 
因而 ， 上 球 动能 洗 达 式 取 可 改写 为 


2 
T= at e 


-= 一 一 一 一 mL 


O9 e $1 
Hoy WA E PESE ET. OE A BAS MI S y 


2 
V=mgr=mg e Z. 


2 . + 2 
L—-T—-V- mL 4 5 9! ph 7]—mg--—- 


Hi AAEREN 
poc PE =m t 4 )e 
Op G 
| ap- 9L. =mp? Q 
oq 
Pp» 


gi Pa 
=? 2 
o. BR LL n um (O4 H£-, e T. ; 
(14- 185.) me m'Q- ^) 
; Pip MEP 
mp” L l | Po -十 a 
a am 1+ 42 p ü 
E 
HARE EA TE DITE 
一 åH 
dP o 0. 0.277 
` = ÊH 
p Opp 
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C1) 


(2) 


" 


r 2 Pe 
得 jo iPpo — 5e — mg 


Á ——————— --- 


| maè (14-42) "e a (5 ) 
a 
| 


má» (8) 


又 由 哈密 顿 正则 方程 


| = TP © 48) 
将 { 5 0 XXXI RE 


2 " * og 
mCLE AS) p Pe 一 (8) 


u 


把 (6 ) 式 与 (4 8 ) 式 以 及 《9 ) 式 同时 代入 (5 ) 式 并 经 整理 得 
md MA p S pat app? HEE p 0 ( 10) 


E 
-a 


a 


将 5 8 ) 式 对 上 求 导 后 代入 (7 ) 式 得 
doream | 
di ‘mp p)= 0 C11) 
g i " * 
因此 ， | m+ 2 -) 2+ pp me G + mg PES 
d 2004 — 
| up Ue Q)-—0 


ÀJ BORES Bi APAS pA 74 P 


J M 

1. wg E4e— T RMEDESOE p. RAEN HAR ERII e DE HE 

(py — 0)' ; 
1 pyr ^ Pocos 9 Po 
CE, H = 3] - - sino -- pol |+ a +meacosd 
其 中 J; 为 陀螺 对 于 对 称 轴 的 转动 异 量 ; J 了 为 陀 嵌 对 通过 算 点 6 并 垂直 于 对 称 轴 之 轴 的 转 
zb. 而 a 为 陀螺 重心 到 o 点 的 距离 。 ) 

2, YA TE S E DUI RR ORAL RH ELT JE 


CER z =2N Fe, EAJ A RS] Sa ep MES, Ka 33 32 0) 2802 S8 M i 


nh mgA 
HEEM. 》 
S VE 


3 。 试 应 用 阶 密 顿 正则 方程 导出 行星 钓 运 动 微分 方程。 
CR f mpm itm CMM 
pe 
式 中 必 为 行星 的 质量 ，M 为 太阳 的 质量 ，G 为 万 有 引力 系数 》。 50 0 
4 。 试 应 用 险 密 屯 正 则 方 视 ， 解 弹 禾 振 子 的 振东 问题 ， 
( 管 ， x 一 4sin(V 上 怀 -十 a)， 式 中 k 为 弹簧 的 刚性 系 效 ，n 为 振子 的 质量 。 容 o 


为 振子 判 平 衡 位 置 的 距离 。 ) 

56。 半径 为 1 的 滑轮 上 鞋 全 长 为 2q 十 Xr 的 均 系 链条 ， 和 链条 单位 长 庭 的 重量 为 上 ， 涪 
TCRESUOLRCAJ.. MERRTE, UPC XC RUIN. imp PURER 
Eaa xfa tx ， 初 速 为 零 ， 试 用 哈密 顿 正则 方程 求 链条 的 运动 方程 EARE k 
度 变 为 零 以 前 ) 。 


1l Tgtapr a 
( A. x—x,chlkt), Ap X =e Sgur’ 十 g ) 
6 。 一 奈 子 万 嵌 擦 在 一 欣 线 形状 之 金属 线 上 运动 ( 见 图 示 ) ， 摆 线 方程 为 
x:za(0—sin0) 


| aati cost 
AH 0x0«2x, MHIL LIE ND TSKRER 3-830932. 


( 管 ， (1— e050)0-- 7 sin 06*— -É- sip =0) 
a 


xg $} 


IET: EIE 
7. —BUBRBJ EE Ami E, AIA — iaat r 的 国定 同和 柱 上 ， 构 
JX—18. WEE. RI FERAS RA bos HAH ERRIA E A WE. AA HI IA us 
正则 方程 求援 的 运动 微分 方程 。 
CER (1, 4-70) 94-r8?--gsinü— 0) 
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， 飞 轮 在 水 平面 内 绪 铅 垩 轴 0 转动 ， 共 转 劲 惯量 为 1,。 轮 辑 上 大 一 BEA, Hj 
Hym. MEREXI., MERAY k ERSO HS cb. 试用 WEN CA 
出 体系 以 飞轮 的 转角 o PERRE x 为 广义 坐标 的 运动 微分 方程 。 
d 21 4 
Ar Aem Y) ] 时 = 0 


( 答 ; l 
EN hh I-Fx)87-rkx-— 0 


i 
1 


题 7 图 - 题 8 图 


o. ARERIOEI MKII, ARREA m MARSH, HR 
度 系 数 均 为 上 。 灌 衡 时 商 弹 短 曙 水 平 且 保持 原 长 。 在 运动 时 杆 与 弹 短 保持 宇 同一 坚 直 而 
内 ， THER, BE YE ERPBCUE DI TE SOR HO GIC TRI V CUAMZKL mg. 
ml | 


I a 
A. y " oUm 
i cán Zkl-—mg 


10, "UTCLTEIETTITSS TID LL INDE T 
r, Width eirAnmk. mdJNPEBU BUG V C FO UTR T BLA d ETC" mi 
Wi. mg iN RR AB mE a Cin. i] ik pmi. 

C4 d esin ) 


rra 


题 9 图 Er 10H 


11。 半 径 为 5 的 均 质 空心 网 柱 体能 绕 它 的 中 心 轴 目 赎 转 融 ， 中 心 轴 水 平安 置 ， 且 鞠 
tk Ak bI CLRUSIAE Z8 XE HE (Qr jl. SR A CO LS JR ÉC D / RUE p nT Ze A Ba BEI 63 
hay. MIERLA, HBPPpDIEHS5mIEEDECme.95€gu i 
正则 方程 证 明 下 列 方程 成 立 。 

3(b~—a)0 «bu 295i 

12, füpy te Ec Boe TF SURE AUD 4 PE. DET 3E o Sell I. AE mg 
JR, A Ho E, 3 ERE e E ERU. AR PELUDBR TE RUSO NERAZE x 73 [8] B] 36 
动 微分 方程 。 已 知 抛物 线 的 方程 为 x hoy, XM a I7 RE 


E-F m4 17 —)xm- dX mü“ x-c-mg * ue 0» 


13. iX mar duEn rk 人 2 中 的 习题 22。 
+ 178 。 


14. zk Ed LEE m EUER ARP V HE RE I 8] P r8 A E ELE ATHE, 
ARER as MERKO ko DIEBDE] IR. CTDUSIRISHEe 5531440 OE H 
钢 转 动 。 不 计 崎 控 和 绳子 的 质量， 有 求 质点 的 运动 撤 分 方程 。 

(A DIXEHOBPDEDISEDHUGER ur£E-3À5— M ERKE 8 2u]7 SABES, Ulins 
DARN 
| mr— mr —mRa'cosg( p —0)-k(r—a) 2 0 
16 十 2 , 0--Ra'sin( (9 —8) — 0 
Hip Q9 =P Fori 130A 5 IE RE ECARES IE f.) 


TP 


TES AERE SG 


RU, DIMETABABEULSEA, XAR JZVINEAN 
zB ARERR, Ae Mi 3E. BOBO G SOMIENREIB 》。 为 了 
弄 消 原 理 的 售 义 ， 我 们 有 有 必 玻 对 定律 与 麻 理 分 吕 加 以 说 明 。 定 律 吓 通过 对 事物 的 现象 进 
行 观察 ， 实 验 ， 在 和 累 了 大 时 观 察 事实 或 实验 铺 果 的 基础 上 上， 经 过 只 纳 和 概括 而 得 到 的 
EAM C EZERS., TE, EERI HAER RAREN KRE 
检验 。 而 原理 ， 是 由 基本 定律 出 发 ， 经 渤 泣 绎 和 推理 所 得 到 的 带 有 根本 性 的 命题 。 原 更 
的 正确 性 往 休 不 容易 从 实践 直 代 来 检验 ， 企 本 由 它 所 得到 的 方程 及 方程 的 解 种 实践 机 比 
绞 来 间接 地 检验 其 正确 性 。 这 里 必须 强调 指出 ， 原 理 所 氮 示 出 来 的 束 物 之 间 的 木质 联系 
往往 要 比 车 术 定 律 更 为 深刻 。 4.000 
方 学 的 变 分 原理 是 在 基本 定律 的 基础 上 采用 变 分 的 方法 而 得 到 的 。 它 可 分 为 两 类 ; 
(— ) 微分 原理 ， 它 研究 在 全 一 隐 间 区 分 盐 灾 运动 (或 真实 平衡 状态 ) 与 在 同样 条 件 下 
的 可 能 运动 (或 可 能 平 街 状 态 ) 的 准则 。 如 环 功 原理 局 达 前 伯 一 控 格 贡 开 原理 以 及 渴 斯 最 
小 约束 涯 理 与 赫兹 最 小 出 率 原理 : CI ) 积分 厌 理 :， 它 研究 在 任 一 让 限时 间 历 种 中 ， 区 
分 直 实 运动 与 可 能 运动 的 准则 。 如 最 小 作用 景 原理 《1744 和 全 0 与 附 笃 顿 原 理 (1835 年 )。 
学 的 记分 原理 建 半 后 ， 不 仅 已 经 成 为 力学 领域 研究 的 新 起 点 ， 而 且 在 理论 物理 发 展 的 
过 如 中 得 到 广汉 的 应 用 。 下 于 阶 窗 束 原理 与 最 小 作用 量 原 理 是 商 个 “最 小 化 ”原理 ， 芷 
数学 方面 涉及 菜 讶 遇 的 极 值 问题 (或 标 变 分 问题 》 。 因 此 ， 芮 先 要 单 地 说 明 一 PARAT 
i] Bret np efie. WI 3 Ar IAEA IRR E 
$4—1 变 分 法 简介 
一 、 变 分 的 基本 概念 
1， 等 时 变 分 
设 有 一 个 各 由 庶 的 质点 ， 它 的 位 置 决 定 于 坐标 
a=qkt) 
将 上 式 对 时 间 + 微分 便 得 
dg—gjt)dt 
大 家 知道 ， 微 分 da BEA a ATARE CBS] 5 19) Aum ERE tks DN, 5x 
分 dq 是 同 合 标 & 用 于 吉 实 运动 而 引起 的 变化 相符 合 。 也 即 它 表示 了 实 位 移 。 
胡 果 我 们 改变 函数 a ma G0. 本 霖 的 形状 历 假 定 
q(t) =g(t) 4 en(t) C 4.1 ) 
式 中 。 是 任意 小 的 常量 ， 而 30t) EER BT [RII EC, 3575 函数 ai) 由 于 其 自身 


的 形状 的 变化 而 引起 的 变化 da KZA Eo BD 


óq—q()-—a(t) 99) ( 4,2 ) 
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tg 


T4 Ai pit, eg WT. TERI AA qGO I3 qO W da Jj óa 
3E Ern AE, EGRE HL. 


oS 


下 而 介绍 一 个 等 时 变 分 的 性 质 ; 
1” 在 等 时 变 分 下 ， 时 间 是 不 变 分 的 ， 亦 即 =o 这 是 由 二 我们 所 研究 的 通才 


aQ) 5 aCOISE SI eq 是 在 同一 了 时刻 的 缘故 。 
2。 35 BÉ 9(1) 所 表示 的 曲线 具有 两 个 固定 端点 4 和 BB， 则 其 端点 的 变 分 等 于 
3t. JRE 
gL A) = gL B) = C43} 


LE Han BRIE. ^ 


4] 


= 18] + 


3 BPO ERARI E PT TOR. RI 
Ódq--dóq ( 4,4 7 
为 此 ， 我 们 在 曲线 a(t) 上 取 任 意 二 个 无 限 邻近 的 点 王 , 与 Ps， 在 由 线 g(t) WERN d 


4G) 上 相应 地 取 两 点 P. 与 P,， 如 图 4.2 所 示 。 于 是 ， 它 们 的 坐标 您 别 为 
Pia, D 
P.C dq, ttit) 


Pilg, t) 
P, (9 十 dg) t tdt) 


由 于 gg-E65， 所 以 IUEARRE EC 
P.lCqo-óq) a tdi] 


AAE, P.P. 是 函数 qGO 在 t 十 出 时刻， 用 于 自身 形状 的 变化 而 引起 的 变化 ， 故 有 


P,P —0(44- dq) 
Bil P, EPRA Xm 
PlCGa- da) 009g - da), t+dt] 
BRA P. ARRARIR HAA, 25H 
qd 99 - d(q T 09) — Gi - da) 4-9 (q-4- dq) 
展开 .十 述 式 平 便 得 
dóq--ódq 
efe ur. 
4” MERC AERE AE FTO USE BER EE e E ACIE RT DES, NRA 
-£. (ag ee( 8.) C 4,5 ) 


由 于 微分 的 运算 法 出 可 以 用 末 变 分 前 送 算 ， 记 电 


NT m 
dt (dt) 


将 等 时 变 分 前 性 质 3"” dX SC 819 
dq Y, dt*dlóg) —da* dCÓr) 
« dt ) (dt)? 


— 0d (aq dd, (8 
di (9g) dt dt cde) 


HETTA, zc ARR F 
d d 
o( 82.) «1. (ag) 
HI ap zs A RICE DE OC OE GRE UU. Dar eRPDEDUARUE, UE 
dt-—0 RKE 


e( di jc (90 


BUT 


亦 即 ， 首 数 的 等 时 变 分 和 对 时 间 的 徽 商 的 运算 的 炊 序 是 苛 竹 变换 的 。 


2, £4 
BEHEER E ilc qtt) RA ER A E AE E gti) Bae 4e 
Agfkz hey. WAR SARA oC ALU A Cr io ia At 
iif aC) RBA Ce Ar 时刻 e, REAL HER q(t) 的 全 变 分 为 
Aq-- qt -1)—q) CAG) 
HE 。。 6g= gq(2) 一 9(1) MACB) REL AUR 
Aq=0g+a(t+ At) a+) 
当 Ac 很 小 时 ， P tH gl 05-14 At 
(HU 
和 At ` 
于 是 Aq=0q+$At 《4 ) 
全 恋 分 有 一 个 很 重要 的 性 质 就 是 ， 因 数 的 全 变 分 与 对 时 间 的 微 商 的 运算 次 序 是 不 可 
以 变换 的 。 即 


28 AQ A 8. RN 
di Aq A dt ( #8 ) 
我 们 只 杰 把 方程 式 ( 4.70 两 过 问 时 对 时 间 求 导 使 得 
d DART 2d 
dt (Aq) —09-k- gåt +d di (At) ( 4,9 ) 
AFE, MARATONE C4. 70 np ERESBDER 的 全 变 分 为 
Aj Ój--qÀt (4, 10 ) 


183 * 


iu OLIO 式 代入 (4.9 ) 式 便 得 ， | | E 
d 二 TN 
à (Ag) A6 T à " {AL) 


il dt (Ag) A( di +å dt CAT) (4.11) 
p d .A dà. 、 
FH dáng AL, dt dq di 得 证 。 


2, ZARR ZAMENE 
FARNA “最速 落 各 问题 > 为 例 来 介绍 泛 函 的 概念 和 变 分 法 。 


i。 景 速 落 径 问 题 


1696 年 约 葵 ， 伯 努 利 提出 这 样 一 个 问题 ， 如 果 不 考虑 摩擦 力 和 空气 阻力 的 话 ， 那 么 
去 在 所 有 连接 不 在 同一 钠 直 线 上 的 任意 两 个 定点 A 和 思 《 如 点 你 于 4 点 HAARP, W 
定 出 一 条 曲线 米 ， 使 得 无 初速 的 质点 在 重 为 的 作用 下 沿 着 这 条 曲线 从 A 点 少 到 如 点 时 所 
需 的 时 间 为 最 得。 后 来 ， 经 过 菜 布 尼 效 、 牛 顿 、 雅 可 你、 伯 努 利 等 人 的 努力 ， 此 问题 才 
得 到 比较 完善 的 解决 。 从 而 ， 创 立 了 变 分 法 。 

XE 4. ABURÉCAMRGRS AALAN ox 畏 活 水 于 方向 ( 向 右 为 正 》 。oz MEA 
向 下 。 设 质点 M 的 速度 为 % 那么 它 洛 涯 曲线 走 过 ds EHAE A 


ds 
一 一 -一 4,12 ) 
d V t 下 (站 .个 
BUE TRAD EUST J.A AHEM 
ABI, SURRES, NUS 
yov gr 
由 弧 长 公式 得 Ca 
- M—-—— Cms 
= dic E 
ds J| 1+ (0 ) ax 
=y 1 dx us 
d d 
EN 
APSS- ， 于 是 (4.12 ) RATA - 
g= Vitr? dx 
4 ER 49g 3 go M3 HLZR AB MA E S OST A AE 
Xp | p .^À 
i:[ ztx)] 一 VT ds ( 4.13) 
0 v^ Zgz 


ERZI, IE MGIDEME EE AB 从 A 点 滑 到 如 点 所 而 的 时 间 t EA ztx) FOIE AR. 而 

X, JKE + 与 辜 点 时 所 选取 的 运动 晶 线 在 关 。 诸 如 此 类 ， 可 以 在 一 定 范围 内 变化 的 而 涩 

[ 部 些 鲍 中 的 Oo ps R RAA, dur OBL zx US FEE S US RITE SEES] a I ME IJ 
184" 
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中 的 时 间 t ) 称 为 该 自 变 函 散 的 泛 医 激 ， 或 简称 为 泛 男 。 六 此 ， 最 速 落 备 的 p B, 3E 
WERZH tO] 的 极 倡 问题 。 几 有 关 求 还 函 的 极 值 问题 均 称 为 变 分 问题 。 帘 变 分 
法 就 是 研究 在 各 种 不 同 边 界 条 件 有 约束 条 件 下 各 种 泛 函 杉 值 的 必要 条 件 和 充分 条 人 忻 的 普 
3l 75 ih. 


2. WM TTE. 

HFAA TAR, HPRH ERE, muiz SPP HAORU H 
量 是 函数 。 因 此 ， 泛 函 中 的 极 什 理论 也 非常 燃 似 于 函数 中 的 极 值 理论 。 只 不 过 是 函数 中 
所 用 移 是 微分 ， 而 泛 放 中 所 采用 的 是 变 分 。 亚 分 在 泛 画 的 本 究 中 亡 起 的 作用 正如 微分 在 
涛 煞 的 研究 中 所 起 的 作用 。 

CERERI LX. WRZE J[z(x)] 在 任何 一 条 与 z(x)=zo(x) 接近 的 曲线 ， 亦 即 
LA DE OLINOBHITSOBSIBSIEOMESSSEMHOIEO ES E E! 
JLzGOd Js GOD] Bj, BARREA JIz G0 1 ERR z(x) mz. G0. 上 达到 极 大 H. m 
PE, MRA J[z(x)] 在 任何 一 条 与 zG0 60 接近 的 曲线 ， 亦 即 出 较 d 线 zx) = 
zu G0 eS) 上 的 值 J[z(x)] 大 于 J[zolx)]， 也 就 是 说 如果 JL zx)] >J Lz GO] 
m MAMIA J [ztx)] 在 曲线 zitx) 一 zotx) EXGUHEGME. 

FARER: MERREN Jiz] 在 曲线 zx}=zo(x)} 上 达到 极 
fi, MAERA ro) = 二 zotx) 上 有 

óJ— 0 ( 4,14) 

Süxp, RERA E BU AL) 22 BR 


Xl 
i601] Flxs z, z )dx ( 4,15 ) 


的 极 值 的 必要 和 条件 。 
将 (4,15) 式 取 等 时 变 分 ， 并 考虑 到 6x 二 0 的 情 说 ， 负 得 


1 
1=0) F(x, zs 2 Ylx 
Xp 


X% 1 
xil OF(x, z, z£)dx 


"i 
-人 (RE be Eos! Mas 
XD 
X ^ 
-| (OF d +| | a dCÓz) 
X2 X 
YL OF " n OF n 一 全 G {oF Ord 
c), 9: "INL ar ie, Jy, ax Vt / 


TR ar let or SF af . 


ET B zix) — BI E A= X E X= 处 
Oz xo) — z(xo J— zx) = 0 


和 Oxl x = íx )—zlx,)=0 


Vict u-['[3 s ric Pos ) [ozax 
于 是 ，《4.14 ) AEn] ER 


ERE- alar ) Jozdx=0 


由 于 积分 的 范围 是 任意 的 ， 同 时 9z=se(x) 也 是 任意 的 ， 且 在 积分 的 上 下 限 上 的 数值 


ST, 故 得 上 式 积分 的 被 积 函 数 等 于 零 。 RI 
£L) & c? C182 
( 4.16 ) 3L AE TZ ES C 4,15 0 式 的 极 值 的 必要 条 件 。 也 就 是 说 ， 使 汉 函 取 极 值 的 GO 
必须 满足 此 方程 。 由 于 它 是 欧 勒 于 1744 年 首先 推 愉 得 出 的 ， 因 此 称 之 为 欧 勒 方程 。 如 时 
F 为 已 项， 只 要 将 (4,16 ) 方程 式 积分 ， 结 合 边 界 条 件 便 可 求 出 极 什 曲线 ze, cy 060, 
于 尝 ， 求 汉 函 数 的 极 值 问 题 便 归结 为 求 欧 勒 方程 的 积分 问题 ， 
ZEB EGER [BABÉE w(x) Ci 二 1，2，…，m ) 时 ， 亦 即 


x 
Haa] F(x, īp zi dx (i=l, 2p “y n) ( 4, 17) 
Xu 
而 且 各 函数 的 边界 值 为 已 知 
zi xo) 一 好 0 
《了 一 二 dg t ; n) ( 4,18 ) 


zx) zi 
AY 2E REEL PE, RRITRT DLRUBE nA BE RERO 中 一 个 w(x) K 
分 ， 面 使 其 余 各 函数 均 保 持 不 变 ， 这 时 泛 函 转变 为 一 个 只 依 蒜 于 zi(x) EE. BD 
授信 的 斋 数 应 满足 欧 勒 方程 《4.16 ) 。 这 一 推理 适用 于 #w 个 自 变 函数 中 的 任何 一 个 。 于 


是 ， 便 得 到 个 二 阶 微分 方程 


BF X GF 

-E 72m gg 79 Gm 2 n) ( 4,18) 

5 DET ( 4, 18 ) XX, 便 可 确证 一 族 zx Ci» Cab cs ) 的 积分 曲线 ， 也 即 变 
务 问题 的 极 值 曲线 。 


现在 。 让 我 们 利用 欧 埋 方程 C4,16 ) 式 ， 来 求 出 《4,183) 式 汉 BÀ tliz] B9 dc f 
CHRE), 

由 于 也 时 

186 4 


pe Yl 
v/2gz 
RR PON 
z(0)20, 2(xg) = Zs 
所 以 ， 欧 勘 方 程 变 为 


d a VETH i 86 EP — 
lar( ns -Jj " vet -)-0 ( 4,20) 
[Ll z! REENE ES] 


CIO E CORP en 


亦 即 


| 


Le Ce Co De CT 


或 者 
d 
dx 


| a aa): 人 (4 Oz (~ ALT Meta OE) e= 


由 于 - x( Xie E 2- ( VES) 
BEX C4,2] ) 方程 又 可 表示 为 

d il J virzty J— 
- Oz v gz 


ERN 


-o ji 
yit 二 }= ^ 
v &gz 


因此 可 得 
à VIz N , VIt? | 
ka v/2gz JE v/2gz = 常用 
展开 上 式 便 有 有 
1 2 MATIS we 
V 2gz V v 2g ü 
二 
2d TETESI Jı OH 
简化 上 涉及 可 得 
1l 
v2 4-2?) 


mi: 
于 是 zki +z =C 


RE rz O (4,22) 


式 中 CC 为 积分 常数 。 
' 187 * 


il 2 Ont $t ( i7 Cos ) 人 4.23 J 


BA ^ d-cdni cafa 
M zip dd. C422 0 式 并 经 整理 得 


dx 一 Csin* Pag =% (lcosp yao 
To fax 一 IM (1— cos pod 


即 得 xz 一 (中 一 sin 中 ?十 C， ( 4,24 ) 


BEP t= AR x50, 2-0 CHA AEGRO S. BODIRE 35€ 4,23 5 C4,24 2 2C 
ü | f 45 Ci 一 » iR m. hyi SES n m3 3p y 


y= 7 (q—sing) 


| 
| ( 4,25) 
| 


:一 了 (一 cos Q ) 


77 RS R8 28D 2 cU p 二 的 半径 【5 加 网 4.5 所 未 》。 它 可 出 出 线 需 通过 已 


Ae B (xps zg? debi, HRE; EJIE TE GROS BDO ADS AU 旋 


sm ERIEBERSHIMEBUIORR 


图 4 ,5 
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一 ， 这 斯 得 小 约束 原理 


1， 高 斯 最 小 约束 原理 的 咬 述 
PARTERRE WAR. MUPEPRÓIHOÉIEDEOEISSUÓ mE m RE Sr 
HTHS. XRREeSEgA JESUS "EQ? WR uH ! 
óD—0 ( 1,26 ) 


1 N EF 1O ^ 
i E. v 

Xt p=} mefr nE) TET 
Eel" : ms - 


+ M 
称 为 “约束 ”。 


2， 从 达 朗 伯 一 拉 格 朗 理 方程 淮 叶 嘉 ME 
小 约束 原理 

Bt BIA SES M CHE E NT PLE ER 
J/, EE ma 在 时 间 t pjt 置 Ma E» 
经 很 短 的 时 间 c. ERAH, EH 
DD iBpBLIDAESUXEHE vade NHS A. 得 
Rvar WME R EDT X312] 
F, 的 作用 ， 质 点 my 经 过 有 时 IBI e Jaia ay 
到 B, HEN 


vrt lt, ER quu 
MiB,;-—vz;* ts me r?4- - 
( 4,28 ) 
但 由 于 尚 有 约束 力 Na BFA: EKMEK 
M4C4— vert Lrrtee ( 4,28 ) 


ÅH r} ER ma RIMER. HER (4,28) RH (4,29) SGH ZRNE E 
便 得 


BriCi=MaC re— MiB, — ;7 ( 4.30) 

HT N4- FA nata ( 4,31) 
Mq "o Ry 
所 以 p= imn P 


2 v3 
一 了 4 Zama BC 
=] 


a 189a 


加 ] N4 
> 2 nt( I ) 
N 2 
_ Na 
和 à mi 


( 4,32 ) 


Wi, 18294 CE ZIEL ELDI "PER V EOD BXEPPRIRTET S MARASA A 


Eis a0 AR EH PE BE, 


MLER MC, Da ma 在 约束 许可 下 的 虞 位 移 C AREA, 0178 ) WMA 


BC; =B;C +C, 


将 上 述 式 子 两 端 平方 得 
(BaCi)? = (BCO T CC +2BiCe CC 


于 是 ， 对 起 位 殉 的 D' 有 


2 e 
D=- p mi B4 Cio? 
21] 


N , 4 N T Ft or 
Se Eml TOC] tyre brBiCe CC. 
m] al 


0009 NL , 4 c ; 
TD YimkC4CO* + ve YonaBiCi CC, 
Åm i R21: 
BT C,Ci-ér. HAS] Bí,C,— } =* (re— F4 ) 
7 2 "n 


N O N 
所 以 Jam BC CC = S -ts 
Å=! a] 


r? N m 
=z } (mra Fay dr 
2 e 
Be. HARIA- E ZEE 
N - 
$ (F miry ór 0 
Rm] 
N 
得 2? miBCr CCO 
"TT 
2 N 
Hit D'—D-c ic Som CC 
= 


e 190 * 


( 4,33) 


(4,34 ) 


( 4,35 2 


( 4, 36 ) 


(4,37) 


四 
Qe 


N 
diu D >D 因为 e dc mac CA 0) ( 4,38 ) 


侠 即 ， 对 真实 运 动 而 言 ， “约束 ”具有 极 小 值 。 

高 斯 最 小 约束 原理 的 物理 意义 可 用 下 列 简单 的 例子 来 加 以 说 明 。 设 重 质 点 于 没有 初 
BRASH MBC 运动 《如 图 4. 7 所 示 ) ， 那 么 M 点 嘉实 位 移 的 方向 将 洛 着 斜 度 最 大 
的 直线 MA， 而 现时 可 能 的 位 移 将 为 MB. MC 等 等 。 风 点 邮 站 由 在 移 的 方向 将 治 着 加 
延 线 MO。 十 分 明显 ， 真 实 位 移 对 自由 位 移 的 偏离 0A 小 于 可 能 位 移 的 偏离 08、OC 等 
等 。 下 面 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 高 斯 最 小 约束 原理 的 具体 应 用 。 

设 三 棱柱 4 汶 三 棱柱 至 的 光 清 斜面 滑动 ， 4 和 召 各 重 为 忆 和 吕 ， 王 棱柱 将 的 并 面 与 
水 平面 成 & 角 ， 如 网 4.8 所 示 。 若 开始 时 物 系 静 止 ， 试 求 三 棱柱 如 的 加 速度 。 阅 探 可 RE 
AM. 

HER BRIE B RIIDE N Aas BFE AHF D RDIR A Arge Fi RAR 


“约束 2 DERRY 


D XL T-mlCa, ,cosa— ap) + Ca, (sint g)* ]) 


= {Qa} J- PL Ca, ,cosa— 24) + Carasina— g)" 1) 


oD Q P — 
i Gs, ^ go g (arcos dg) 


op Ed [ Ca, C080 — a3) costt t Ca sind — g) sind) 
Od, B 


= 一 一 - — = 
oD 二 站 Bi aD Ges + 5 Ör = 0 


得 » | Qaa — Pia, ,cost— ap) 1óag 4- : [ (a, ,c08€— a, ) costt 


-+ Ca, sina — g)sinq ] da, 0 


HT Óay Jara y d p 3 vr. BERS, vE 
> {Qj = 


, Qay P(a, cost — 05) = 0 (1) 


' Cg, cosa —ag)cosa-L Ca, sina — g)sina zs 0 (2) 
化 (1 ) 式 得 
Peosa 
dg 一 gtp’ 《3 ) 
将 【3 ) 式 懂 入 (2 ) 式 得 


d 一 oi p "dr, Jeosa--- (a, ,sina—g)sina- 0 


5 | (1 OP eos atsin ' jas, gsine 


RA B VE -a,7gsina 


— (QG. rP)sina , 
BUCH ra Q + Pgin?e 4 d ) 
把 ( 4 ) 式 代入 (3 记得 

= Peose , (QTP)sing „8, , Psinza —- 


人 十 Q 4-Psin^a B 3 Q -- Psin?a 


Z, PARMIE | 
L BEE GRUSS A 
质点 组 在 稳定 约束 县 不 受 力 的 作用 的 条 件 下 ， 对 于 约束 所 容 认 的 所 有 的 可 能 运 3 
v, Msc a) Ut xe xU: SUCCI, BU 
i= Lj k= o0 
Ab de-D- HORBUSUUDHOE, ic KAAR, 


( 4,39 2 


2, MANRO EORR ESO RGB RUS 
设 我 们 所 研究 的 质点 组 是 由 NIU RERE Su s Bay ERE. 
车 将 质点 组 运动 的 力道 定义 为 3N 维 空 间 中 的 曲线 ， 那 么 此 曲线 的 骤 元 为 


pN 0n àN | SN 
= teis = i 2anudéi = Ĵ dxi (4,40) 
rm] j=1 d= 1 


Ry, nni me E 


f=1 


MI VILIS A S) cs HL» ift 一 Ti AR 2g Bt oU SRI HE o 


upTA4e ips ed putt ZR IU e UP 2628 Y 
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=- ) 


所 以 在 3N 维 空 间 中 阴线 的 击 蔡 天 便 避 老 示 为 


iN 2 n 
=) (02) (4.41 ) 
,-] x ; 
益 给 有 主动 力 时 ， 吝 委 沿 斯 “的 中 2 MEE RRN 
3M 1 1 SN oa 
D= Lone =M I AT (4,42) 
=l, „i=l . , 
， d d xi P 
因 8 ry = 54 S W 7 ds? e " 
T dix, M 280 dier Lc C uut "T 


3 CAL43 2 AC CL 42 0 RER 


d^: 7 d'x Xi OxI n 
Z5 3 x L ) $62 ME p" e Us ) | 
l Dm 
( 4, 44 ) 
相 从 等 式 CA, 400 4 
OU dx Vu i 4.450 
DÀ T 7! C 4, 
M EXAM S oor 
uM TN. ÀÜ OCC ( 4 46 ) 
"ry : , EE | zi) . 
2. uS -S 
THE 64,4122 1 (4,48 2 sb RR. C 4, 46 2 RR AA C4 44 2 ARPS 
= 二 Mk shts I (4.47 ) 


UERGE, MAEN EERE T, AUKEA e R 
ON " 


03 m;B. 一 ! AM Y t 3 M8. 一 常数 


» 


Hi 


E 


] 
D 


UHR ide SUE s=0 MUT 


n= ; Mk 3 ( 4,48 ) 


3p D= Mes köh 
inr ii, So 二 0 ih, dk=0, JE pype iiih A UJ Pe 
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S 4-3 积 分 B. JE 
一 ， 哈 密 顿 原理 


哈密 顿 原理 是 经 由 力学 中 男 一 个 原理 ， 可 以 与 牛顿 定律 或 动力 学 的 苹 偶 方程 州 平行 
作为 经 监 为 学 的 号 一 个 新 起 点 ， 它 是 在 1834 一 1835 年 期 间 由 哈密 顿 提 和 贞 的 ， 


L apt ROS BU RE 


|'SEBEDST AB BUILT ATIT Bi LE gH N AAR, Sem 
完整 约束 ， HA nD AHE, 相应 的 广义 举 标 为 VETETT "Oe 且 所 受 BUE HERI 
H, 354A BE RIBAETRTRIRIADORARIBT, AREARE HARES R Br M, A DS 
开始 ， 同 始 到 达 寻 状态 的 其 他 一 切 可 能 运动 中 ， 唯 育 真 实 运动 的 哈密 频 作用 RAR 
t. RI 
ðS = Ñ ( 4, 48 ) 
AP 
s-|" Lj dpDdt G=1, 2,0) ( 4,50) 


fj aEERIERMI. CE 90d: ode BZA. to y AIRRA RAZ t. Y BIRRE 
HERA B, GENERABA, pE- EA RVE BIDS 
动 ) 中 ， 将 真实 运动 区 分 开 来 。 


a” 
--- a 


一 一 一 ~ — o m u 


EEA: 
2* 非 有 弘 力 的 完整 质点 组 的 哈密 顿 京 理 ， 若 所 研究 的 质点 组 是 由 六 个 质点 所 组 成 ， 
ERm^SÉSEEDH, RO ae HE. CEU) ARN dsd» saae 亡 爱 的 主动 力 中 
GS sr BERI EG 4738, HIC S E LES RU COR XO 


às n ( Y: Q* dq Jae C4, 51) 


i94 * 


式 中 5 DRAA ENE Of 古 非 有 势力 所 对 诺 的 广义 万 ， 被 积 萝 数 是 非 有 势力 所 


TERE IJ, 


2, REAMEES 


L* JA prr H ZT TR SE B nire SCR 
由 于 LL, dist) 


所 以 BL= 2 (Su or tà ) ar: 
考虑 到 等 时 谈 分 0:90, MEXERUTATAGTON 


一 .| OL ,. 
üL- 2. (5; 8g, + às n) 


pea d 


ELO) TET STRE IR PEEELACYE RIA ARS AG, 时 )》 ML BOR UB ZEE, Br 


HERA t, 21 t, Pai 
f ra= f »» € o, + aute )n 


| SI 


H1 On n 
= -可 十 —.—d(iq,) 
|, Dó Ba, gidt x s 85 üi 


» jm] 8 


=f" Y ftna ty EXAM 


o i+] 


*: (^ d ( OL 
一 名 J. EA RU 


BFA, BARAER, DE 
ög (to)=0, 8g, (1,00 
因此 ，( 4.52 ) RLIY 


[mam y [ow T ar Con) rae 


将 拉 格 朗 晶 方程 
d ( OL OL _ DEM 
AEAN E70 bin 
代入 上 述 (4, 53 2 SEU AS 


fi 
| 81d1—0 
fa 


由 于 是 等 时 变 分 ， 记 以 上 述 闻 程 叉 可 表示 为 


) 


( 4,52) 


( 4,53) 


(195 * 


P fa T 
aj Ldt= ; Ldt 0 
5| dS) 得 证 ， 
2 M m8 F8 TI VI] 75 f A UA SE t WH CR 
" 
由 于 HU phot) mim 


黄 久 将 上 述 方程 两 边 同 叶 歌 等 时 变 分 得 


" 
ôH 8H u 
2 (5a Sg + p, y )7X (peg dup) — 8L 


i= 


Pam | à | 


i - 
(0 0E Ean at X (a- o, )m 


ex j; or Draje f" > oqidt + f Plai 


LI p jw Bo!-m, d F, )- 
N 


=X f nig) — 之 ， po H 7 gdt -H n Hla- 


;- 


.. 
oo] -5f manoj g Sgr H aont 


HI t, EI ig 


f x ( (à — BL )eniat 


g iml 


HFA BET. BphI 
àgi($, ) 0 6, Sg, (1 2m Q 


WE 5 4,54 ) RRIETA 


5 


f aa-- PX (pt jta- (à Sym Je 


EN ELTE MEER 


} 
i C 171,2,:,9) 
l 


SUE 


Jta 


ae 


C 4,54 ) 


( 4,55) 


lU TAESEHIOSAR., Br puibVSTS LI ERAN 


t, l 
d | Ldt =f ldt =0 
t 


to 
Hu SS=0 — fu. 
S3 (EV HAIR AR IAN RUD 
f, 
EE AE S =| Ldt 
[o 


所 以 在 等 时 变 分 居间 下 


1, 
ss-ef La 


(^^ 2 ÎL |. OL ,, 
f 二 OI, id h” ƏL di ) . 
=Í (2 ða Dd ja 2. f 8j, O 


JE meyer BAR aY 


ERE | T 


e 


d f OLX | 
pr J UO (oj, /Adt | ( 4,56 ; 


HAA., BARH S., HL | 
Qqiito 20. ógjlr. ) 20 


IR ER (4.56 》 式 又 可 表示 为 
d^" | d (OLX. OL (oU. d 7 
pá f 9L y OL y (4,57 ) 
68 — ), 2 » dt en Óq, | 1 ZEN | 
METT 


HEART apigia Qe R A 9I Er XA 分 非 有 势力 所 对 
mEJUXJB5S ETL, WO , 


r 


式 中 @? 为 非 (51 所 对 应 的 ! XM BO R "" H 方 各 
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-2 (8T )—-T =o, (i=l, 2, e) 


Od; 
d (8r) oz e. OV 


óa ^'^ 8a (4,58) 


BV XStgsa BRE) tA, PPvevnn, BI CAL.580 X 又 本 收 每 为 
d ea- |- OQ—V) _ 


.d ( 9L Y OL pe 
即 a oi jaaa ( 4,59) 


ME CA,59 )》 式 代入 (4.57 》 式 便 有 


IS =- f (x: Q*éq)à 


jw! 


即 sf (È 0¢ 6g)at=0 fu. 
fm] 


3， 从 哈密 顿 原理 推导 出 拉 格 朗 日 方程 与 哈密 顿 站 则 方程 


1” 从 哈密 恩 原 更 推导 近 格 朗 旧 方程 
从 变 分 法 的 观点 来 看 ， 拉 格 朗 日 方程 


d / OL OL — 1995 
7 ATO Gm 
就 是 完整 保守 质点 组 的 哈密 顿 原 理 


sse] rare 


ORERE., RER LIDAR ERR x 袖 为 时 间 O” Kaap Ezaa) 
视 为 Sta, ARARA FAAR L, WA LID sta Eo 
MRTE. BUS. ir H TEE R Bu RA E TU RE E A A B ARIA 


4 
uana [ na 的 极 值 
to 


VER, Sedit mutus DES. 
由 于 LLGg dnt) 


BUG f LUN »( (aia a +- 8d je: 


fmi d 


-f x — —— 8gidt-F Y 人 -a da 


i-] 
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i, ^" dL Or, t) " $i d aL 
=- | va veal -E E OE ag 


f, f=: 
因为 dq(t,)50, — 8g, E00 
所 以 上 述 积分 可 者 示 为 
ti f; 8 aL |. d ƏL g 
NUN "E di ( 8g ) $a ( 4.60 ) 
E Nr ECT RE 
"RTL 
f t, 
to to 


TÆ, (4.60) 式 变 为 

TL d ( 8L 

| 2. Lo. a (55, )j-c ( 4,61 ) 
由 于 上 述 积分 的 范围 是 任意 的 ， 昌 80; ÀbUOUD AREE PAAHIS ERR ERES T E 
故 得 上 述 积分 (4,61 ) 式 的 慎 积 函数 为 零 。 亦 印 
OL _ 4 ( 9L )=0 (1,2, n n) 


Bq — dt * 8ji 
Eb, Wwa HRE 
d Or, QL 
——— d — — -一 一 EK =], Ž, , 
dt (öz ) ðq 7) d n? 


得 证 。 
2。 由 险 密 顿 原 理 推 导 正 见方 程 ; 


m 
由 于 H(q pit)77 2. pri L 


i" ] 


A à aH n 
所 以 (8 Sar 8 dp j-Y: (ðt jn) — 8L 


i-i 


ye f'ua-[^Y [pog BE oat (o BE Jem je 


i t og. OH 
=y | pid eidi— | L gu Sudd 


i=: "of, t, i71 
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-5 f Pid) -全 Y n gdt + 


1™ 1 iiti 
t. n 
! , oH 
T H s -jprdt 
uH . ti iba l 8H 
[, ^" 
+f » (à - S8. Jed C 4,602 ) 
EIE 
因为 gi to) 70, citt) 
Br) CA, 62 ) 式 就 可 表示 为 
OH l 
8 — Bc PERLE ^ 
f Ldt = f PIC (pit Ba OB Y) ag, — (6 Gp, jsp hdi ( 4. 63 ) 
— 
aS--0 
1 : in 
Ej «| Ldtz| 9rLdi-90 
iu "fa 
故 C4,63 ARTH 


£05 r BH f ÖH m 
1 © F. + ü — To » | LI 
f 2i (iri Da, ) dU X gi Bp, ) Piidt-- 0 


ABS EREDA EE, WEA San Bp! eina BEI Sg d 0p, 前 
面 的 系数 必须 等 于 去， 多 好 


E Gor T? 
i (i=l, 2, A) 
| 一 9H a 
Op; 
si f E OH 
| 5 Og, 
: (191,2, n) 
PEE 
LEN 


得 证 
及 于 述 相 江 扒 时 的 过 程 中 ， 我 们 可 以 清二 地 看 dk o COEPI HT ERI 
MAPPA v d RR -" Mkeo HMJ’ WIES 
"IBS HSE T Aa PURSE, ET EAR HE E Eam A ug 
"i 
+ 200 。 


下 而 我 们 举 一 些 例子 来 进一步 说 明和 如何 应用 哈密 械 原 理解 决 地 力学 问题 ， 
HE hH g ELSE RE SH RC TEOBIB CE EIES, EAA un 
AERA. 
WE: hTACE kE EIERE, Pru RRE 
VC (A ABET 》 
rt SI 


t a2 
= iy 


式 中 zm 为 质点 质量 ，7 为 质点 注 某 一 轨 介 运动 的 刀具 ， 那 么 ， 搞 据 能 量 积 分 得 
T -V Wd OSGÓe-gu ms ) 
TA, Hias BLUR USB 


T—— my? 一 常数 
或 vc 
因此 ， 对 基 一 轨道 来 说 ， 了 哈密 顿 作 亲 最 为 
1 
$51 Ldt 
J 


ti 
=| (T—V)dt 
ia 


m E l g 
j ( » my -C)a 
-(4-mv -eJ(s i ) 


dr tatit HERALESX OUO 


S iue i~ C1 


在 等 计 变 务 的 情况 下 5 HI rz 0 h n e i e 


g= Ñ 
部 得 PITYGT *1—0 
BUS r= 0 


Hom. sum WM, EARB 2j Mure tgp RATAR ) 
PfeR — TREAS P, EARMAn ERR Ai. SRBP. I ART ERIR AE 
线 【 因为 路 程 Sey 为 极 小 值 )， 

5[2. 试 证 竹下 习 的 真实 运动 和 送 动 学 上 可 能 运动 在 状态 各 【与 有 时间 上 =0 相 符合 ) 
A418 与 时 间 t=t 和 符合 ) 之 间 的 哈密 顿 作 朋 重 的 数值 并 比较 其 大 小 。 

C i) SE I SIS] ES F3 3 3€ HI z 一 -3 qt 

CHO 对 于 两 个 迁 动 尝 上 可 能 的 运动 : r—crlrmat. AUS] AW e A a iis 5 
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TES el AH V Z o FUA AC mE 
AE. 
D)XDDILSEIA A z= ; g^ gt | 人 
Ji xig ER 9 
T=- m= emp 
pm ABER. i 为 后 点 SEN M ug 
dis cog IBGE, 


FORSPL ACE Ac EET GEN ， 
M A^ IB H E DA fig 7 


lo. 
V 4 c TISE = — - 5 mg i 2 
Enn, RWE a grum 图 4.10 
L-T—V-mgpt! 
SE LIEB E Du 


2 (n LN Do 4. 
$ ci Ldt*5, ma^ t'dte y PE E| 
| iu t; 
CD XP T WS SEE E SIE S 


1* rct 


Trés Mini HE 
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T 一 Hex 0— "Mic 
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AP m WIER Go 6 ARD GUAE NÉ vio zm et Ùy ^ ie cH MUR. 
FERREE A:IISWBRM] cstb 84A. BHEGu i g43$ego 
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Bi ARIRAN H A 
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A EEA 
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"nm .. 1 
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zlat" 
了 于是， 质点 的 动能 为 
=Í 2m à 
T = 7 mz 2 ma’t 
武 中 避 汶 质点 的 质量 ，2 为 质点 沿 着 可 能 运动 z= ot^ 的 轨道 的 运动 带 度 。 
落选 取水 平 轴 A: 为 热能 的 参考 位 置 时 ， 于 委 质点 的 盟 能 为 
V= -mgm —mgat” 
ES. DURESA H RAA 
L=- V= mat +mgat" 
Prts 8 EH Et y 


ti L| ] Fi 1 
S, Lat=| 2 va'i'ar | mgat di — ma^ i  mgat; 


0 G 


1 —, , 
i EL AR ET: zm Efi X zat 


p] mo 58. 
HH qm 
于 是 ， ER S, LIERNI 
9 antas h unti cm gtr 
$5 ag ma iru 4 mgati mg m8 ti 
3 了 1 45 42 40 
hi A 
LES RT Te 8 ^20 ^3 120 ^ 120 ^ 120 
o BE S,»8S,28 


Wu. LEa EELA. 

例 3 AmE Ymb REJER, RARE- EHA e AEA 4 
AA aE. WEE w ERA E AESAAT E. 

jg. EME IURA RA, BAR AEA 

r =-l mlith h 

HERRAR: =r etga 
故 有 z= f ctga 
于 是 ， 质 点 动能 的 表示 式 又 可 瑟 为 


4 d 
T=- m(t ret Hi" ctga) 


= » LCL+otg ey? Tr 0*] 


”403 


RI 4,11 


1 i 1 xu. 
ynl Hre) (1) 


考 选 取 xoy 平面 为 势能 的 参考 面 时 ， 那 么 质点 的 势能 为 
V zingzemgr ctga (23) 
TEN NOSUNHI EHE, Wok, 6 为 相 庶 的 广义 坐标 ， 于 是 ， 质 点 的 拉 格 六 
H ER 


l 1 . 
LxT-—V-l oot. 6M. :) 一 
T 7 m( -过 Tr mgr ctga 63) 
ti li 
E. s Ldt=| 8Ldt 
fh tn 


ti " 5 & 
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ti ti e " ti 
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rns to 071, Sin a , 
t, d 2? ti m 
一 | .—— (mr 02ó0dt +f (nr0* —mg ctga8rdt ( 4 ) 
^t, di fs 


由 于 —-PrGQ,Q9"8rG,)50, — 800,)—88,)—0 
TEL C4 0 3A X HT ép 
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ti i| at . . 
| 工作 一 -| I( R- p— mrB? J-mg ctga Jor R4 (mr*080 lat 
fs di 


fo sinte 
E DAR UR Joi E 


[1 
asa 工人 一 站 
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+ - : . 

得 MEG r — mro” + mg ctga )ör+ -i (nr*8) d0 ]ai--o 
HUTEU HERD ER, MH ôr 与 86 是 彼此 独立 的 ， 所 以 全 与 B6 前 的 系数 NAT 
F. WR 

jæ data 5018 +e etga )=0 

d nx 

或 { 7 一 "o sin'a-Fg sina «cose —0 

ELI 

Bim CARH, IVESBBHDZDE. sur €vuaup MJTTSpPATBXDERESEEE. CRE 


价 的 。 因 此 ， 术 题 司 样 可 以 利用 拉 档 其 口 六 程 或 者 阶 密 椭 正 则 方程 和 解 之 ， 
i. IE dB EL TTE BELT: 


出 于 L = mòia Pp pig! ) 一 mg r ctga 
KHERA BLZT RE 
n 
HO TL 
TUER | m uu r—mr 0* --mgetga -- 0 


| mri =0 


Bn -了 一 rô sin atg sine *cosa —0 
TM 
ME LEE: 


ii。 利 用 哈密 顿 正则 方程 解 之 ; 


由 于 L= 


,mh l Pr )—mgr ctga 
WRT AERE 


sina 


Bn 


于 龙 ， 质 点 的 哈密 顿 陋 数 可 家 为 


2 
H-| € »iá-1 | 


jal di ^D) 


1 ü ri e i 
inga H 1 ( 
一 -Sn 8 |. PÓ —Lnu( Eoo. Sin 8 unns 


"m mr” 2 sin g 


l f.a 3 Da ) 
— —— — al g F 
一 也 nap; -+ 2 二 wipr ctg 


内 哈密 顿 正 旭 方 程 


把 (90) 式 与 (10) 滤 司 时 代入 (6) 式 并 经 副 理 得 


r—rB^sin gg sin dà cos d=0 
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M 


eo pibr— 
z m 


Pa Hemer ctg à 


(5) 


(8) 


( 10) 


(11) 


Ht COD 式 灶 +t 求 导 后 代入 (8 ) AAA 


立即 red (12) 
EME. MARANAN 
7 一 r9: sin a-t g sint cog a— 0 
26 一 常数 
从 上 述 三 种 解法 的 过 程 中 ， 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ， 利 用 控 格 朗 日 方程 解 之 成 为 方 
便 ， 其 次 是 蛤 密 杭 原 理 ， 至 于 利用 哈 锋 顿 正则 方程 解 之 ， 一 般 说 来 较为 麻烦 ， 因 此 ， 拉 
格 朗 日 方程 在 解决 分 杭 动 力学 问题 中 ， 具 认 较 高 的 实用 价值 ， 
B) 4 试 由 叭 密 顿 床 理 导出 作 惯 性 运动 的 球 对 称 陀 曼 的 运动 微分 万 穆 。 
解 ， 由 于 球 对 称 的 性 质 ， 我 们 得 到 球 对 称 陀 晶 化 定 点 运动 的 转动 惯量 为 
I=] =] y= 
FL, ERRIRE ARN 
T= To 十 o 十 0 (1) 
Xr e. Op cz 4X AER DEBA DE AER SUUM RARE x». y» zR EIS AR. 
由 欧 勒 运 动 学 方程 
wr 二 站 sin OrsinP +0 cos P 
à, — v sin 0 cos (D —0 sin Ọ 
w= Vrcos 9+ 
式 中 à 为 进 动 角 ， ODEA, PRT, HvA EIEE, Opium, P 
为 里 转 衣 速 庶 。 上 (1 ROUTEUR 
= 二 TH “Sin 6 十 0* Y! cos^8-F 2v cos 0-- 7 


= --Q 5-2 vrcos p] (2) 
X yir tt xe a ERE A ICI RE 2 
y-Cc GRIS) ( 3) 


EA PENEOHLKETUpIHIEUE, NoxEcAR ERE vw. 0, P ARRE. Jik, BE 
SRL pz EHI HI eR ICON 
L2T—vy—l.Jj[w-r9'4 (p*2- 20 Y'cos 68] —C (4) 


1 t, 
因此 aj ‘rat=| "BLdt 
fa HT: 
= [o iei 080 十 PAP cos 03p P cos ody — (D vsin 0304: 
ia 


^20 * 


ZEE 2 f. 005 i 05 
=f Irato e bacio S papt I JV cos ügtéqpo4- 
二 | JỌ eos dddw) -[: Ip y sin O69at 
=| 7 十 人 Pcos )d(8 Vr) 十 | Q J- cos Dd 4) 4- 
+f 6409)— |" rp v"sin880gt 
is fo 
à + - Ža - - k m 
=| Ie cose)ae | 一 | JCye - (cos 9— ( 8sinB)d ydr + 
。 ， of x p 
HE+ $cos0)a | =] + ose 6 osin ear 
e J4 [fh io roe 
+|7656| [76202 — j 19 à sin edoa: (5) 
由 于 Ówrita)-óur(t —0 
中 (ff 二 和音 (有 ) 一 0 
0óBCt,)—08€1, )—0 
ME C50 XX n AR 
1 PP s " ec " 
of ra=] [Có — Posing -F(Peos8)0ue tip 一 v Osin tt weos 0)0tp -+ 
HOHO 9 sin 0568]at 
E AE E: 
95-0 [ "Ldt=0 
Ja 
得 n [(  — 8 sin 8 - cos 06v CP — wo sin 0-- Vicos8)6Q + 
4-(84- 9 sin 0060]dr—0 
EDUEAEHEBIAEIEEN), How, p., 00 REME, Bp) Ów. op, so 前 面 的 
RU WAT. | 
aU v— Q0 sin 0-- D cos 9 一 1 
P— pasina + y cos 0—0 
o--Q ý sin 0—0 
S p +Pcos o—EE 
P- d cos 9 二 常数 
8 十 四 sin 0— 0) 
6| 5 iE BUSSERCDLIqEBET. 
W: ETEMA ARA A i 
L=- mR? G? + Z?) - KG" Z?) (1) 
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Bri o ("rac f ,OLds 
=|" tmnt Zez) xzoziae. 
[nn :Pate | mzaloz)~ jkzozat 
=|mr pop] i mR Qoqar- [mzez |- 
-| mzezai— ["xzozas an 


因为 —6QGDs0poxso 
óZ(1,)—82(1,)29 


& (2) AOUIIEROR 
e| Lac |! n 29 十 ZH as (3) 
由 哈密 顶 原 理 


f, u 
得 f [mR Gip + (mZ--kZ)0Z Mdt-0 
BT EEDEIEXEBUHOQiEezitQamm. itp, oz Bm 
TUE. WO 


pE (o C4) 
mZ--kZ0 (5) 
WED EES 


Z-—A TU Ea 3 


est. 
XA. m ci. c 均 为 积分 常数 。 显然 此 结果 与 第 三 章 中 用 哈密 地 正则 方程 解 得 的 结 
果 完 全 一 样 。 只 不 过 ， 用 哈密 顿 原理 解 之 较为 简 攻 ， | 
例 6 试用 哈密 机 原理 解 第 三 章 中 的 例题 14。 
jh. iP HD TERNI HERA 
— l 49^ yta » 21. FM 
Lo n[----)^ +p mg -< (1) 


5 T 
AiE af ra= f ÓLdt 
fi p + è = ^ 时 : 
=| nli tP) püp 4-4 o^ nt p'P'dod- Qpatp—. MIT 
m a L g 


fi 2 f * j fa * . 
=f m(1 t-A- jem 十 | mega ) 十 | m( A+ Pp 
iy iJ io HE M 
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一 -jandi 
=fm(1+ e ]-f[oex--) o p? leoat-- 
[n $otoe | - [nc Pert 2e jaat + 
tfm pt top1— 7E. p ood, (2) 


B3 — 45(1,)705(1,)—0 
4Q Gi .)—09,)20 
BrE C220 X XR ARS 


nam [once 2) vet t o 


da’ 
a* 


Gp 2099 209) at 
一 和 Ap?X 7.40 "s org EP d i 
人 n+ a pl a? p — a 288. oss PLU 29] 
nbrpnd p: 

ss=0) idt=0 
, fi 4 + + 4 * + n 2 id u 
得 je 人 [人 二 各- ee -po 282 oppi (mp POP aro 
由 于 上 述 积 分 的 范围 是 任意 的 ， 而 且 dp. op 是 彼此 独立 的 ， 又 在 积分 的 上 下 限 的 数 导 
HE, BHE de 5; 0€. 前 的 系数 应 为 零 ， 亦 即 


(1+2) p+ e pp +- ~0 
a ü a 
E taot 
^" (mp 四) 一 1 
显然 ， 此 结果 与 第 三 党 中 用 哈密 蜂 正 则 方程 和 得 的 结果 完全 一 样 。 
8T RARER $2—2 中 的 例题 14. 
B ETHER ABH H R 
Le——mG'Eat C — 2ar cos (p) (p t —mg(r-— acog ) (1) 
所 以 o| Lam (rotas 
mto I Zar cosp )peg 十 ar sinp 中 * dp — aa sinfp o4 jdt 
æ [mLG a? — Zar cos POP Ja(099) 
十 | mlar sin Qo “一 ga sin oP dt 
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. t 
- Im? +a: HK —2ar cos 中 ) 中 中 | 一 


— | mta? Rt zar cost --2gr sin o?egar- 


+f mlar sin 半 中 ' — ga sin p )op dt (2) 
因为 — o0po,-0p)-0 
i C2) 式 叉 可 表示 为 


af ra= | mE rtart RY 2ar cos 中 ) 企 十 or sinp (p * -- ga sin P 10 (p di 
由 哈密 顿 原理 
os e|" Lai 
得 [mtra +K da cosp )p -Far sin P p *-Fga sin Jó Q ag 0 
时 于 上 述 积 分 的 范围 羡 伍 芒 的 ,日 OQ FEXCX ERU ET ERE RS EHE OE. BET d 3I 


的 系数 应 为 零 。 即 | 
m[(r*Fa!-- K* —2ar cos Q ) p -Far sin? 9 -+ ga sinP 1«c0 (3) 


因为 $- 045 所 以 《3 ) ALTRIA 


[(r* 4- g* tK" — 2ar cosq? $ * ]=— ga sin? 


l d 
2 d 


TER fate ee Zar cos 909 Je — faga sin d 
利用 初 条 件 +=0 时 : Pp, P= 得 


(r^ -Fa* t K* — Zar costp ) * e 2za(costp —oos P ;) 


i 2gatcos(P —costp a) 


r Fat HK 2ar cosp 
显然 ， 些 结果 与 $2 一 2 中 用 拉 格 朗 日 方程 解 得 的 结果 完全 一 样 ， 
BS 试用 哈密 椭 原 理解 $2 一 2 中 的 例题 20， 
解 ， 出 于 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
Lom; ri (EAE m. — —r,Q )-"mys (1) 
pa tti 
o La - ena 


fus 


mari ,09 mij. Öt Tuy" EP — Fi p, 89, —r,0q 1 y+ 
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Tm: gy, g 
fa * 
-| [mr ög 十 过 " 1 è 
"E. iF] 1 Q, (m.s. oe miri P: dp: 
-F m:80y: fdr 
=| à Cm tim) —mr 369 (3 sg 
PE 1 E | miri 9i | (md 
— ; "p n, ) ed. dt | m.gty.es 
1 Fii 。 1 
=f » Lm, +m, )rip,—mir2.ld(0Qp ) po Hiy.— 
1 b 
un mir, Q, jro f mgdy dt 
了 1 2 : - 
=f- [m m ri 7 mind 16g P- f E [Cm tmr. 
—miriyid69 dt (moi. — y mari P dya | ~ 
hf 3 T l 
[m yi7 mp yv. [ m;gOysdi (2) 
由 让 óQGt0-69,(G)20 
dyiiti)zÓOya(1)-0 
所 以 《2 ) ALARIN 
ep Ldi -- PH -~ [Em + mri miriy 199, T 
3 L. 
"meo 一 mag) oy: Mt 
htt ILE 
i 
ss=0|” "Látz-0 


得 f, E Eim, + mG mr y: og, + HG Wa ys — zmeri Pı =m gey: ar 
由 于 上 述 积分 的 范围 是 任意 的 ，#4 中 ， 与 ôy, 又 彼此 独立 县 在 积分 的 上 下 限 上 的 数值 为 
7, BEROP, 与 óy: 前 的 系数 谋 为 零 。 


HI m miri ,—mriyl-90 


mF 


‘3) 


lm y: 一 二 mar 中 ,一 msg 一 0 C4) 


SH $2—2 中 的 例题 20 的 具体 解法 可 得 ， 


^L pst —— 
P: 《3p + 2pa ry (5) 
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S == zip, T pig 


UU 3p, 十 2p (6) 
LL _ ABAEL 
P: (3p: F29: Jra (7) 
Tu = : (D Tp 
' s= a4 NEAL C8) 


B9 vm Hym Sm 的 质点 各， 用 长 为 21 的 无 重 刚 性 杆 联 结 ， 然 
后 将 其 旋 在 半径 为 六 的 光 光 球形 突 5 如 图 #4,12 所 泌 》。 试 用 阶 笑 顿 原理 求 系 统 自 由 控 
WEER y JT. 

8. HPPAIVP[ BF mm. Seq mE RA. ÓEÓ.2Bps. TE» 
上 点 的 举 标 为 


i*| 4,12 
fa 一 (Y REE sit 中 十 1cos 中 ) 
y, m Rl cos? —1 sing) 
其 速度 为 
j =mi y Re]? cos —t sin pp 
ij (VRELI sinp Hoos Q2 
B 点 的 坐标 为 


x,—licos(p—4./R?—I* sing 
Lt sind, R2—1? cosp 
其 速度 为 
d, — (l sin(p-F/ R? cosp) 中 
,a cosp RII? sin) 中 
故 系 统 的 动能 可 由 为 


T— ls GUED d m GEESTI 一 Ln, Tmi)Rip! (1) 
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.车 选 0 点 为 系统 势能 的 大 考点 时 ， 那 么 系统 的 势能 为 
=M gY Pigys 
=— migi R?—1? cosp —-1sintpo—m;g(v/ RISI cos 中 十 fsin Q) 


=—(m Hm )gv R*—1* cosỌ—(m:--m, gi sinp (2) 
因而 ， 系 统 的 拉 格 裔 日 函数 为 
L—-T-— =- Qn, Hm IR +m +m dg RITE cos P + (m, 一 mi et sinp (3) 


fi ! 
T of nace T ona 
fi + 4 2 i - 
=f Eom m R GIG — Cm, mgl RIT sintp dtp + 
Tm; m Jel cost ap 1d: 
fa & 
=Í (mitm R'pateg- 
fi .— 
一 人 [om tm ev REIP sinp + tim; —m,)gl cosp 1d pdt 
sfm, Amon 669 - Pos m,)R'(4qd: 
t, LA 
-| [im Fm gv R? sinpt Gn, —m gl cosp top dt ( 4? 
由 于 Gi )-000,)20 Bibl CAO 起 可 表示 为 
ef rar "t, 4 mOR!g Gg tm Jg RTI sinq + 
$ 10 
Un, 7m, gl cosp 19 di 
HA dE: 
得 | rom J- ma REQ +n +m ev RT? sintp -FGn; —m;)al cos p ]1àq dr —0 


由 于 上 述 的 积分 范围 是 任意 的 ， 又 3 外 也 是 任意 的 县 宇 积 分 的 上 下 限 的 从 为 零 ， 因 
此 得 (xp 前 的 系数 应 为 零 。 即 
(m, 十 ma) R O ++ (mi mage RB sintim m jel cos =0 


上 式 便 是 系统 的 自 出 振动 的 运动 微分 方 在 
例 共 ”圆柱 的 质量 为 M. FEHR DAE ENTE, MEARS m. KAL BRE 


JEXETLERBEORIB. XUBHIEHEEGN, KERANA AE 
解 ; 出 于 系统 其 有 二 个 自由 度 ， 故 选 回 柱 的 质心 O 的 横 坐 标 x 与 杆 RAAH 
WBJ WELLER. Fi PRIO CEREAN 


Xe7 X t—sinQ 


ye 一 一 人 ‘cosp —R ) 


"elt 


图 4, 13 


SUR i, dd -costp 


Ye =- sing 中 
因而 系统 的 动能 为 
T = MV’ + P Jorob 十 -mVt -Jew 
APV or A ARLORI ESER, Jos 23 BUEESSE GER 085 zb S SERE Rio 
为 圆柱 绕 过 其 质心 0! botea Rhisa ARE. HE, Veo CREE, Jcym 
Xp up dc BE ABE, NU we 为 杆 线 过 其 质心 避 的 tean H a aE. 
由 题 给 条 件 得 ; 


Vo = 加 do'e—-MR. ag! 3e. 
Vie, ^ gem, ac 
所 以 ， 系统 的 动能 又 可 湛 示 为 
T= Mà! 43 5 MR’. 各 十- 二 (2 二 -二 cos 四 中 ) + 
(nod) ] t 
=t (mtm) t- mí cos Pip + i . E mq: C1) 


uk oO BOUE SE S mS. NDA EACUS AEN 
y-—- mgl cosp (2) 
TE, ARRI N AAN 
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工 一 了 一 了 (m4 > MJEH- -ml cos Piy Ll . ze mi*q “十 
十 -mg cosp (3) 
ui raft 

=f" [(m 十 M pm T > micos p pos yml COS Qao 一 
— Imi sin 95 申 4 十 -了 m pop — 1 ng sinpog Ja 

- [fm SM itl ml cos po |est (Fm cos Qi--Inro)jo— 
-( i-misingáQ 十 3-melsing ) óQ Hit 

NIC ^ M) i imi cos (p p latos) 
+| (Fm cos Qi Dom PAP 
- [n sin Pi -} L-mgising Jóqat 

=| (n > M) i-r i ml cos (p | Ox ja 


a cd - Por M) x 十 > mi costp (— 2- hl sin po? |: 


j TU 


UU ， 
， dxdt+|( 5 ml cos E+ mi*p)op| 一 


-| (lau cosp x — * nisin Pitimi jopa- 
in 2 2 3 


2 
B óx(t,) mx )-—0 
óQ i) )-gG 7-9 
S CAD 式 双 可 表示 为 
a à 3 My JEEP 
af tas = — Eon > M) xo, mbeosQp- , mi sint tp jx+ 


-|( l. mi singt +- mgl sin popat (4) 


«( ; ml cos px 十 3 mp tu mgl sin eg hi 
E A Ei A E | | 


Fi 
55 一 引 Ldi—0 
roa 


£C : ++ "- ] =æ 
iia MIC T , M) x 5 mi costp Q -— ; misin Q Q* lóx4- 


bs 
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H4 inl cos P+ : ; mb Q4 1- mgl sin p) op jar 
RER nm catis. Hox 5j ot H BUB TOUEBUL E T RESENT, 
所 以 得 6% 与 9 名 前 的 BEBO. Br fa 


(OC 


1 quamoina 
S. M xl - gl cot 一 一 - 2 
(mt 2 ): r 3 ml eos B mi sing p Ü ME 
l W 1 JŽ PE 1 a — 
P -mi cos Mx- a nt 单个 2 ml sin(p =0 
5 Int 2M x 二 $ cos — p? sin(p —0 


3 IQ + cosp tg sin 9 0 


BIET AARRE EET k RII 8B, 
解 : 设 一 质量 为 ATERS RET 2 的 P Eb, HELTE V, A FF A R 


4.14 所 示 的 Pxyz Ag GR TED HS 在 地 球 上 为 mE 
运动 坐标 系 时 ， 那 公 | 

« = -acos Ait cs sink (19 

r=xityjtzk (2j 

V,—di)j)Tik (3) 

由 各 对 运动 速度 公式 得 

V=VẸV, +ø xr (4) 


CLA C22) Xu ER C32 式 同 时 代 
入 (4) 式 使 得 
V — (£—29y sin Ait G-d-6zc08s hh + 
T6xsin A) j+ Gy cos A)K 


(5) 
于 是 ， 质 点 的 动能 为 图 4. 14 | 
T= i mi G-— oy sin À} -Hitt oz cos Atoy sin A) FG —ày cos À) d 
X XEHUSGETE P 7 $5BB Z0 ERE. WA EARRA .- 
Y —HWHEAZ 


EAR. HSEREAZA HRE, WE x. y. IIDBENSUC SOAA|R. DU. ARR RE 
Bl EI pL 2 2 


i | | ， . . | 2 ] 
LsT—V- ,my sin a) ptz cos Ox sin A +G eycosÀ? 7 Mgal 


那么 
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5 ^ 
of Lai | reas 
it za 
=f mi (5—oy sin À) di—o sin kôyd)+H (--ez cos A d- ex sin A) (09 3- 
e 
+a cos AÓz-- e sin Ax) - (2—ay cos 4) (02 —0 cos AÓy) —ga0z]dt 
= |? UnGi—ey sin 3)42—mo sin (ay sin 4)6y--mCid-uz cos 1 十 


-Hox sin Aóg-F m Gl toz cos Adr ox sin Me cos MoOz itoz cos A d- 
-«x sin 4A)mosin Aóx-FmCGz—oy cos A)02 —m(z —oy cos A)e cos AÓóy 
—mg»az ldt 


4 1 . 
7 [mGoy sin A)d( 0x) «f mU Tz cos À tox sin A)e sin À Óxdt-l- 
ğ ü 
F: Ë 
二 | mitoz cos Å+ ux sin A) d( y) — [mte sit: À)e sin 十 
p b 
P, ' 
十 (3 一 oy cos Ao cos AJ&ydt | 'mGi—« cos A)d(42 + 
£i 
«| m[ (yor cos Ad- ox sin À)e cos À— ga lzdt 
fa fi r+ . 
=| mts — (uy sin À) óx | - [n ( x — ot sin A)óxdt T 
i 
+| moz cos A+ ox sin ÀA)u sin Aóxdt -+ 
ğ 
-| £1 - 
十 | mG +oreos? Foxsinà)8y | | -| i y-l-ozcosá d-ozsino)óydt — 
一 "mL G-—oysinA)esina- (2 —oycosA)vcos& ] Óydt- 
10 
TET 
十 | mG 一 oycosh) oz | -| m Cz— aticosA)0zdt -- 
40 fü 
Ti 
+Í mL(9--ozogsA -oxsind jwcosà —2310zdi (6) 
D 


出 于 óxGQ) z0x(t1)2 0 
0y(1,) —0y(1,)— 0 
Oz(t,) —0z(14) 0 

所 以 《6 ) SCHIERA 


i] £1 "- 
af Lits |. | m (x 2a jsinA —o" zsin&cosA — e! xsin* A)óx-t- 
ig Ü 
m Cy-F2odsinà -2o2cos4 —o* ysin" À —e* ycos ÀA)Óy-t- 


-Hm (z— 2ujcosÀ e? zcos À —o? xsinAcosd C- ga? óz]dt 
因此 ， 由 哈密 顿 原理 


Zi 
és=0f Ldt=0 
Er 
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£1 r+ kh 
得 | [m x—2«i/sinÀA — e" zsindcoaa—w ^ xsin"ÀA) Óx --mCy -F 2uisinA + 
(ü 


T 2€icosh-—e*ysin^À— a ycos ^ A30 y tm (z 一 2ogcosl-- 

—eizcos*A— a^xsinAcosd t g 4) dz ldt- 0 
UT EXBREMRAUIBEDEIRIREJ, Xx, Oy, OzrkkiXdhdüw EXEPBIAMÜDBLECR ESCAS, 
因此 得 sx，67， OZHITUJIAREUADE,. 
2 m x— 2asinÀ —e^zsinhcosA —&^xsin^4) = G 


m (y --ZuisinA 4-202 c08À— 0 ysin 4 e! ycos?4) = 0 (7) 


m (—20/cosA— a^ zcos? 4—e' xsinAcosà Ttga3- 0 
王 述 方程 组 就 是 在 地 球 自转 效应 下 ,质点 仅 爱 重力 作用 的 运动 微分 方程 。 考 堪 到 孝 球 的 目 
转角 速度 m=7.37X10-5 MERT 是 很 小 的 ， 同 时 尽管 质点 相对 守 地 球 有 相对 运动 ， 
伍 质点 离 地 轴 的 虐 离 的 变化 ， 一 般 都 并 不 水 大 ， 故 慎 性 离心 力 的 效应 只 要 用 重力 来 代替 
引力 就 可 以 了 。 于 是 ， 方 程 组 (7 ) 便 谈 为 
| x2-2ülsinà 
ym — Pe isinl --icogÀ) ( 8) 
S 7--2mlcosÀ-— g 
现在 ， 我 们 利用 方程 组 (8 SOEPEAESEDEES ROTER, BE AAA RERO R E 
处 自由 下 滥 ， 即 2 二 Odd, x—— 0 ，z 二 hy 二 =# 一 0。 闭 么 ,我 们 采用 逐次 通 近 法 
来 解 微分 方程 组 ( 82。 
首先 ， 把 方程 组 《8 ) 积分 一 次 得 ， 
^ d -2u0ysinàÀ tC , 


| = —2e(zcosÀ --xsinA) +C: 


iw — gt cr2o0ycosk d C; 
INA im 0. x—y—0, rh d—)—:i—0 牧 入 上 述 方程 组， 便 待 积分 常数 
C, —C,—0, C,—2ehcosÀ, TE, LXBJIETHRUE 7g 
( $7 2wysin4 
j— — Zw(zcosA --xsinA) --2ehcosA ( 8) 
£2-—-gt T 2oycosh 
HTeufe. HE —IxNLDUBI. WURA E, RE AHH) REA 


$-— 0 
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tE GL A AE AE RAE ovt es 
IE EIHESTRV ORUM AT SES vore 
Im d 
y Ñ - ( "| y 


Es h-—- gt” 


Mem 


TFERIR C100 (Ez UCET EG RA RU F BESSER UH Ve p p s, 
把 和 所- xu LH C BIO AGB GO ) 代入 方程 组 C9 0 28 
p 


Pep ^cagá 
3 ic eg 
把 上 计 方 释 绷 积分 一 次 ， 济 代 和 大 初始 条 性 使 得 笔 一 次 近似 解 ， 


人 
| 


， y = 5 wst cosh + m AA E E S UM ZR 
l 


, —— T l 2 
Pp 9 gt 
Mj, vURDLEEPERCOUA RICE TEE HARIAS 


1 l h^ 
EE 6 cosà (z= 0) 


"i rh ， 
W e 


i 


W12, -HERR AM, Phr M 
Heick, ERARA A 
Exo mía. Wih T ELSE AE 
TRAT RATHA mE E 经 过 一 质 
REI ZAHA ERG fH 悬 一 质 
E 肖 六 的 重 物 。 试 用 哈密 顿 原理 求 , 《1 ) 
克 柱 和 重 物 的 运动 ，( 2 ) 当 网 柱 仅 有 畦 到 
时 的 笨 件 ，( 3 》 当 重 物 停 目 不 动 时 的 条 
件 。 

fu HTE ZAHR, dk 
国 样 的 质心 C 的 坐标 和 与 网 柱 绕 过 洪 质 心 C 
PET ETIE p PRUYB)J Aes. X 
BISBE. TAs RAAEN RRA 
1 1 


nI 1 7 , 
— -= ==. - 1 一 一 。 4 = I L har 2 ———— p, d 
=- MEIT 2 Mk Gt- 9 me: 


[54,15 


T 


起 中 二 uL BGDCHEPHBDT FORE, SAAE HERO CERE B RR RE RD 


EU EUmtiesoi E 
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H LOIR HEB SIE X, IER 
T= l.wetR-lowe etel mp ED)? 


2 2 2 
SER og ASIENS AR, SEA REESE N 
V zo Meté,sing— cosa) maler P — $4 C? 
TEAT EEIE E te E ETT 
L-—T—V m MEH Mk? GIH ; m(rip-— BO" 


Ms rina reas -metry — E) (525 


“i Ji 
wes epa ous 


- (tug; E Mk? 955 eno $ cO —0 62. 
+ Mgdé sinet mgró e —mgós.)dt - 
=f ít f Mtm emre] 0, 十 [CMR 十 Pr TA oe 
$0 


LE 


-- ECMsine-—n05g9£, t mgr? P lidt | 
= [Mm mr heat, Teme err mie. CQ e) 
tü 


£1 I] g 
十 ( Msina-- rgo8, dt-- NE d: 
di nal 


"KA —mr P 


I1 
sel -人 | (Mtm) E —mr Ig det 


d in 
2 z -一 - 
ESI (Mi? mr) Pr lee] -| ,[ (Mt m— * 
- "F : | " » "E 
—mnr&, le Y dtu NL gó did NCTE € qi ( 


i ë (1,) 6E (rm 0 
delt =P) 
所 以 《4 ) RATER N 


T + . - " " - 
i ( rar=—{ {LCM E —mr e — (Msing— in)g16$. T [ME tmr) P 
EÑ iù 


—mrE,— mgri? v dt 
由 谷 密 顿 原 理 
ss=0f, Ldt= 0 
à ( 


r gal” 


2 uè " 
1$ | {COM mE mr CMsine— ng] d£ 


十 TCMRE2 mr!) —mr&,—mgr]ó$ dt s 0 
由 于 上 述 的 租 分 范围 为 任意 的 且 拓 -与 99 为 彼此 独立 又 在 积分 的 上 下 限 上 的 数值 为 霍 ， 
Wh, din OP 前 为 系数 为 零 。 


i (M--m)&,—mr 9 —(Msina—m)g 0 (5) 

(Mk*--mr*) 9 —mr£,—mgr —0 (6) 
化 (6) 式 得 

pm Mm Omg 

P Mk’ -tmr Et Mk! 十 mr CT) 
jg CT) 式 代 入 《57 式 得 

T 2 " 
(M--m)&,— ~—- t 一 一 MTE (Msina—mye= 0 


Fm 57 Me Fo 
由 于 MK? 十 mr 下 个， 故 上 式 可 下水 为 
(Mk! -mr* MEM mr Eem r g (Mk! -- mr" (Msina—m)g= 0 
经 epist es 
mr sinat Ms? na —n)k* ( 8) 


ge BLEU EE UR p 


(ME m)k! mr! 

把 (8) 式 代 入 (7) 式 得 
po mre [mr’sinet (Msina—m)k* 十 1 
P Mk” --mr* | (Mmk tmr? + | 

A za d 'sina- OMsine—m)k* OM Mamie tmr’ | 


= Mk mr! (M-- mk tmr? 
= MIE 


| mr! G sina) t Mk Clo sina) l 
Mk' 十 Fr (Hm mrt : 


. mr(l-csinag (9) 
T OMEme M mri 


于 是 ， Em —r 中 一 总 


mr! G- sina) mr'sina—(Msina —m)k* z 


(Mtk tmr? 
. mr'—(Msina—m)k- C10) 
(Mtmik Fm? ^ 
HE C8 ) 式 积分 一 次 得 
* mr’sina+ sinat — mk 
mr sina TMsine 7 m)k ate 
Ee Mbk tm TO 


te= 0B, £,— 0, KECE 0, PË 


> _ mr’sing tT (Msin¢g—m)k 11 
Se= (M+tm}k’ tmr’ 8 iu 
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因此 ， 泣 柱 仅 有 转动 时 的 条 件 为 


EO 
Bi mr sinat ( Msina—m)k^- 0 
m .  k^sint 
X ^^ |— k!— r!ainz 


Pih, MERE MORBI EHE Og 
ans 0 k'sina — 
M k^—r^sinc 
Listino CE 293 p FERMER T fga 30? 7 
把 《10) 式 积分 一 次 得 
mr — Msina —m)k^ "ERE 


(Mmk tmr 


Em =- 


Ht= 0h $4050 HCi—0, pi 


.  mr'—(GMsina—m)k..- | 

“一 (Mtm imr O8 (14) 
因此 ， 重 物 停 让 未 动 的 条 件 为 

Bo 0 
B] mri — (Msina--m)k^-— 0 

m 2 k'sina 
* MT 


R44.18 


H13, —Jk Hum, ELY AFAT HW A RERE A A E A Bt 
道 运动 〈 如 网 4,16 所 示 0. BOE ABERISIPP TOUR. SEU DEDE. iA mbH BR 证 


明 此 质点 是 作 简 谐振 动 ， NEDAM =n E 
E HFEARHA—S TERR, WORA RIER Ahi ma 169r oss T Ui, 
« 223» 


系统 的 动能 为 


1 _ 
T ———mzs 
y 2 


为 了 计算 质点 的 势能 。 我 们 先 计算 一 下 质点 在 地 球 内 部 记 受 地 心 引力 的 大小。 我 们 


司 记 把 地 球 视 为 由 无 限 多 个 球 壳 所 沁 加 而 万 。 那 么 ， 自 普通 物理 知识 得 向 ， 丑 量 均 色 分 
布 的 球 壳 ， 对 其 内 部 任何 质点 的 引力 之 和 是 等 于 零 的 。 面 球 沉 对 其 外 部 任何 质点 的 引力 
之 和 ， 相 当 于 把 整个 浴 党 时 质量 倚 中 在 球 心 上 的 属 点 对 球 元 外 该 质点 的 引力 。 因 上 此， 人 
T Bru Jor W RC Br Seo 21 71 9 79 


_ CmM, r 
f= Gm. aA 
r F 


sb M Js ora AUREUM ERE. HD 


4 3. 
= -=---TP 
" 3 d 


SUP p 为 地 球 的 密度 。 抬 C20 RA CIONES 


一 一 一 E EE s o mS 
É,— a x6 ginr r 


(1) 


(2) 


(3) 


BOUE, dexURIDES MUNDISERLOTUSIAXC EROR ELVIS RERDRUE HE. BOR 


4 


fs =F ,gind <— M TGDnmrgina * 一 CP . 


dX xe 0 XS REESEHESERIN. MAERA RRA A 


"T 
Y 一 一 | fx * dx 


-—| - 4 mGenx* -之 «dx 
ù 3 A 


mm 一 : » DP. 
= aGpi } xdx 
2 - 
mA oLGGBHX^ 
J 
Plk, ERRAR Xo 
" r} n 
LuT-V-—-m$-— —&sGpPmx' 
2 中 


By 


bl al 
3) Lät =j Ldt 
ig ép 
Fazl A 
一 | i mgt -- — muU Gaxüx ) di 
FE T 


HM 
i at GPexóxdt 
t 2 


[^l f 
a= | mia( ox) | 
En ， 
- 11 8l " 站 十 à 
=| md xj -1 mxóxdt -| -= --mxGPexóxdt 
Iio ,in fü 3 
óx(üt,)—60xQ 222 0, BibL COO AOR 


El "1 a A 
d | hdi =" | taxt  msGex)Oxde 
£ü D 


ES 
5j7^ 


(4) 


dt ne S anii qut 
本】 

ós sse Ldi- 0 
£n 


d NC - mxGex)óoxdt- 0 
B3 ERRAR SEDIS, dadltqpXnmu, HIOEBUESEBCTHRESBEBORE, BL 
得 9x 前 的 系数 应 为 零 。 即 

mx mrGexo 0 | (7) 
zd. BARKER dii. LESAS EIS, FART: SECT) iie E TÆ 
WRR AE, dX XI ANS 力 恰好 等 于 质点 的 重量 。 RT | l 


Gi ~ 4 "Ro 


- 3... ems 
HB aGp= -8 -8 | I | (83 
把 (8) 式 代入 (7) 式 得 
xb xm 0 | o os s O9 
ALLE ie ARRA FORRA 
a \ E | 
em t) (0) 


ume "ere Roo 放 得 证 。 
& 


出 14， 一 物体 以 初速 V。 从 地 球 表面 
EIk. WARA WE 理 求 : 

(10 HW MEBIH SEE HER Bk 
I) ERE. 

(2 ) 互 一 cs 时 物体 的 极限 速度 。 

EPEN BK Bx. BISHJV. 
E) I ZI MEE 

KR. BDTNGRHUA—THEE, Ax 
SHARR RSJ MAAR, WE 4,17 Bp. F 
ik. Vp SE BE W: 


T =i mj 
TO 4 109 51 A BE 7J 
E i 
an x AX 


XUPMIHIBGERUNE. GOXDASDUARAEEXR. Ties PÉN H ARA 
+ 225 - 


LeT—V=—l me:+ EMM 
2 x 
tl il 
n of ra=| dLdt 
+0 ín 
i1 
=| (midi—-— mM Óx)dt 
iu x 
nl il 
«| mzd(gx) 一 | GmM Óxdt 
tà to x 


] 
GMM , dt 


=| mats | 一 mxzdxat 一 
因为 dk 人 to 一 xf 一 0， 所 以 上 述 积 分 式 子 又 可 表示 为 
d ,Ldt= 一 f. (nx 十 GnM )óxdt 
由 哈密 顿 诛 理 
moj, ra= 
得 nx SM. jéxdt = 0 


—M| 0x 也 任意 且 在 积分 的 上 下 限 的 值 AF Wl iF 
ex 前 的 系数 应 为 零 。 Bp 


mx GmM 0 
Xx 
xd xe C4 


当然 ， 若 不 采用 半分 原理 ， 而 是 直接 根据 牛顿 第 二 定律 便 立即 可 得 上 述 式 子 。 
(1) 当 x 二 RR 十 H 时 ， 物 体 的 速度 ， 
出 于 x E 放 《1 ) 式 又 可 表示 为 


GM 


Td$--— US dx 
V RtH 
积分 上 式 | ， au f CR dt 
得 -lavb-6MCgig R? 
T ) EUH R 
wv; 2GMH 
WG V'=Vi—RRHA) 
Br TE HERR SE IBI E: 
CaM —mg 
Bio | GM-R'g 
= fyz _2RHg 


(2) 当 H 一 >co 时 ， A cg; b 故 得 极限 速度 为 
VERBUM Vg-—2Rg | ] 

C32 kon Bi» Vi —2Rgz 0 故 得 Vi22Rg 因此 Vo=v2Rg 称 为 逃 
RHEE, u MM 

p15, HA ABEL, 以 等 角 速 e 在 水 平面 内 绕 固定 点 0 转动 ， 而 04 一 及 ，0B 一 只。， 
一 质量 为 m 的 小 球 M 在 管内 不 受 摩擦 而 运动 ， 在 初 性 时 ， 球 在 A 点 ， 其 相对 初速 为 Vo。 
试用 了 哈密 上 顿 原 建 求 球 的 相对 运动 。 并 求 球 离 管 所 需 的 时 间 t 1 及 在 此 瞬时 球 的 相对 如 
HEV pio 

解 ， 选 如 图 4,18 所 示 的 0'xy 举 标 系 为 运动 坐标 系 。 那 么 由 相对 运动 的 速度 公式 得 小 
球 的 绝对 速度 为 


y zV ,'-Fexr-tV, 
—eeni-eK X Gli 
—(3-- oh) dT exj 
于 是 ， 小 球 村 的 动能 为 
T= I-my*5——mlG--eh) Fat] (1) 
车 选 直 管 4B 记 在 的 水 平面 为 势能 的 参考 面 时 ， 那 么 小 球 对 的 势能 为 堆 。 即 


V= 0 
帮 选 x 为 广义 坐标 ， 于 是 ， 小 球 对 的 拉 格 裔 日 函数 为 


LeT—y-- l-m[G-Foh)*-Fa'x] (3) 


(25 


"41 £1 
e | 工作 一 f oLdt 
ip PEU 
11 
zi [mid eh)62-d-me xóx]dt 
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tl tt 
一 [ | mG-Feh)aCóx)-- [ , me xóxdt 


il r1 m J1 
-[mG-Fen)óx] 一 | Gnx)oxdt 十 上 Gne x)óxdt 


由 于 dxat =dxa 0 rol CAD GR XL BEAR 


iL fL ii 
e| Lac (mx— mo xdxd 
fo ， 40 
EE EET ES! 
f: l 
0s=0| Lao 


A 时 中 
| mix—e x)0xdt = 0 
T 


(4) 


I EXSPUISBIJISIEXS HOHEOE CERES XGERUIBLET P RR ERTZES ONES M 


得 gx 前 面 的 系数 为 稚 。 即 
m(x-- Pg) = 0 
或 x—eix- 0 
凑 特 征 方程 为 一 0 7-0, WAAS ta 
Td, HUBS Co) 的 通 解 为 
x-—C, e" -FO, ez 多 
4C a; — C. oz et 


Sit Ef, x= iy 人 二 Yr a pe 


Ci +C;=0 
(C—C, Jo —Vr, 
联 立 解 上 这 方程 给 得 ; 
C= 3. Go Vr 


C, = -| (a Vr a 
FAL 


TUER, COO)OXLUDEN 


x i [Go - Vra)? t Ge—Vr 279] 
aq - | 
CT) RETETA 
$-— -元 [lat Vr a — (o — Vr e 7] 


[EE ir, hF, yaj- ga TET, js» im f 


Jo 


i a" ' -03t 
im, moy Gad o, eI i (av, e n] 


2428 ' 


l [Gn -v, 225 Gov, De P124 


CLD’ RE 
(qo, je ^ ^12 (go ]- o, ,) g "1 —2u,, (12) 
$ü € 12) aX (SA C110 xr ES EE BET 

ollt te wr 

mde. ome 
把 上 还 方程 两 边 同时 取 对 数 得 


E! 二 十 站 十 wo 


ig (132 式 代 入 (11) 式 并 经 整理 便 得 
v;, =0 (I 二 a) — wta" -F vi, 


-et[(Ri—h )— (RI—h +e, 


—et[Ri—R[iltvr. 
RA or vw RER Fe 
HEDRE RERA 
(Ia)? s RÍ—R' 

—Ri-—(R:-—a') 

—Rií—Ri-a: 
因此 D'c21a-ca?-Ri—Ricta 
故 有 a = RR D 


Z, AAE- EGAR H EMEA E RE 


AE, BRR TE MERK BUNOLUU Ad, MATAA RANAS 
B 
运动 来 说 ， 沿 着 轨道 上 任意 两 点 CA, DAWRAS | vas 与 治 车 通过 同样 两 点 的 其 


他 曲线 的 积分 比较 起 来 总 极 小 ， 莫 培 督 称 积 分 [was JERE, 而 称 此 原 理 为 最 小 作 
HRES. TE, PARRER REAREN, HST, A ARAH h T 
赂 的 数学 证 明 ， 并 训 区 推广 ， 带 成 了 响 增 督 - 拉 局 朗 日 最 小 作用 量 原 涝 。 ” | 


i, ENER BEARRA 

等 雇 古 窜 的 质点 纪 是 出 N 个 质点 所 纪 成 。 受 名 个 完整 约束 ， 时 有 个 日 出 度 ， 相 碾 
的 广义 奉 标 为 dogo us 后 ， 旦 所 受 的 主动 力 是 具有 骑 时 ， 那 么 衣 点 组 在 相同 的 纪 原 条 
任 - 下 ， 从 状态 4 到 达 状 态 孔 的 真实 运动 与 扩 有 辐 痒 能 旭 然 从 状态 和 4 到 达 状 态 也 的 其 他 所 
有 运动 学 上 的 可 能 运动 中 唯 有 真实 送 动 的 拉 格 度量 作用 量具 有 裤 值 ， 吨 
AW=0 (4,64 ) 


EET 
式 中 w=| oTdt ~ 
ic 
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BN 5 从 25 A S3 dA 
1 1H 35 动 iE. H | aA. 
其 中 Jj DR EHI CA 9. £x fi | 14 i | | 
K , to?) AC BG H ' fen i HT] A> [Ri] s 因此 IH Aue X Hj 4E 
BEDS tat a] HA — m) 


MILI 
HEER WRH, BT 
于 十 了 一 由 


又 质点 组 的 技 格 朗 日 前 数 为 
L-—T-—V 


wA IT =L+k 


k 
dt 
AW = n AT 
TR 


i ( 4,65 ) 
一 af CL-F hodt 
tn 
HEFELE 


一 一 l, At 


É (L-FA)Àts 
L-Fh)dt 十 
A f. (L--h)dt-8 f ( 
ur 人 TG TRY — At; 
4 yat=8 | (L--h)di 
A | (L+h 
f 


‘t ( 4.60) 

h)At] | 

zaf ac enata 
tg 


to 


招 (4.66 ) 式 代 入 《4,65 ) 式 得 
" , 
Al (LTh)t 
Aw f. 


tà 
At) 
一 af tatih) 
t; 


to 


61) 
ik 7 

n (8L-F30dit [tL 十 hk) A 

tn 


to " 
BTR, 
TREE 其 能 量 均 相 疯 ， 
太 & 到 达 状 态 了 3， 洗 任何 一 轨道 运动 时 
à PR T ATT 表示 为 
h=). ; 
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T t4 
AW = Í BLat -[CL-HROAt] 
to Hi 


LES ôL f4 
-gj 十 -< a 
=f L act, LN ( 4,68 ) 


pil 


TIDES TUUM R Hit. (46D ANANS 


ÔL f 
AW = àq, + .do 
W -| » + { z-) uT 95; d HELARAN 


fk 2 OL fk 
=f 2o s 8$, L dq Jar COL +h Ar] 


fo tw fo 


[X ZA HELDA 


imi tà 
d: 

[Z3 ag, (A491™ sao] t [G.--h)AE] ( 4,69 ) 
4" | t 


ES A REB AULEM, Bri 
qito) — Aqj(t4 ) —0 
于 是 ，《 4,69 ) 式 又 可 表示 为 


w=|- E», sad tatoan 
i-i t. 


=| (£+ r — Daaa (4,70) 


由 于 保守 组 的 哈密 顿 耳 数 
H=T+4V=h 常数 ) 


所 以 《4.70) 式 又 可 改写 为 


"OL. tt 
AW =|(z+ 一 3 “og; «etl. ( 4,71) 
*. ôL 
X BUS H=}, 8, n 
i" | 
AOT o 式 中 国 括 号 内 的 式 子 恒 等 于 零 ， 因 此 
AW -— 0 


得 证 ， 
€ 231 * 


日 方程 
3. BR ERR RES | 


T 
-4| 2Tdi 
出 于 AW ; 


© Ri 
— af “二 


-EL 十 At S 
=ef Ra [E i 
to 


2 : 
— 1 ( 4, 
d 十 ë -|= -F ho AT | i 
-f Ldf | hdt- LOL to T H ， Es h ， 
iH J 质点 GRE ASSI D. y 沿 性 一 轨道 运动 时 ， 其 能 : na j 同 ^u 1 
dh = - | 上 zu ; ap 3e 2g 
y J 述 a Tx ( 4. f 2 Y XH 
h 0, "C uz. 


toag 
OL an PE z; i Yatie ; 
AW -| [XC gl n 
-L A 
Ef L. abd0) + [CL+h) 
JJ Y Sg ta Jar- 


fk 
` | - OL öd; l — 
Rf OL sona 22 8; 
3l (Ear 4 ) | jac Ui 
Í; - 


"| 
| 


-ESE (S ena atna 


t; 
imit, 


1 (E Yag lart 
ELS, mar Ciim 
7j E 


| 5 55 CAgi "T t) | | | 
J 一 - . A | | | 


有 
CA. BHAE., SX 
i a Agi tu) 2 Ag t = 0 


OL., Jagat 
n 5.) — 25- Bid 

以 《4.73 ) SURE BUS 28 n nia "T " | 

| ( »» -让 fi jar , p 2 to dt ( 4,74) 
=| {Lt h — ĝi 4 

AW = i-i 

前 面 已 经 证 明 过 
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. t 
(C » E -ĝi ja], =0 
WC CALTAO SS X n] XR Dy 
aw Df ps (sr. -s ôg; I 


i-i Ín 
H dg ME HI Ste: 3818. 
AW 7-0 
AM d /8L BL 
^ Ej bar Co) ar 
由 于 上 上 上述 积分 的 范 几 大 任意 的 是 soij EEE, Bp da 前 的 系数 应 为 零 。 即 


d OL OL — t — EERE E 
"rs By, )- de —0 C(i21,2, n) 


ARRME NEME. 
4 ， 从 一 般 的 最 小 作用 量 原理 导出 黄 培 督 的 一 个 质点 的 最 小 作用 量 原 运 
出 于 一 个 质点 运动 的 动能 为 


T = mo 


T 
Bil AW =4| Tat 
to 


t4 
= af meds 


i 
= mM af Cds 
fo 


出 一 般 的 最 小 作用 量 原 型 
AW — 0 


ik 
得 4| vds=0 
ts 


ERRER EREA 1 a RO RFA CBE CE 3A 3. 
在 质点 组 不 受 任 何 外 力 的 特殊 情况 下 部 质点 组 作 惯 性 运动 ) ， 势 能 V= 志 
论 对 那 一 条 运动 的 轨道 ) 。 又 由 于 对 任何 的 可 能 运动 的 各 道 均 具 有 相同 内 能 量 ， 因 号 ， 


动能 对 于 有 可 能 运动 的 轨道 也 均 保 持 不 变 。 于 是 
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t T 
A f 27dt= 4(27| dt) 
fa ta 


=å [27T (ta—t, 7 
一 2 全 二 — f) 
由 最 小 作用 量 原 理 


Aw A[" ?Tdi— 0 
La 
故 得 
A(t&—1,)— 0 
XP tih 那 么 上 式 又 可 表示 为 
At—0 ( 4,15 ) 
即 质点 组 在 不 受 任 何 外 力 的 特 珠 情况 下 ， 从 状态 4& 到 状态 BÉUCSOE SE SHARE 
的 从 状态 4 到 达 状 态 孔 的 其 他 一 切 送 动 学 上 的 可 能 送 动 由 ， 唯 有 真实 运动 的 时 间 取 极 小 
值 ， 由 于 速度 > 对 靳 有 的 轨道 均 相 回 ， 所 以 真实 运动 所 走 的 路 线 为 短程 线 。 当 然 ， 此 结 
论 也 可以 这 样 来 获得 ， 
由 于 保守 组 的 动能 可 演示 为 关于 广义 球 度 的 齐 二 次 函数 ， 即 


l 
T -— 2 Sugigi 
[m1 j=; 
所 以 
8 I| 
2T) -» I aijdididtdt 
smj ji 
= 7 ardqdq] | C 4, 76 ) 
f=l jmI | 
另 方 面 ， 由 于 保守 组 
T--Y-hCERH) 
2T —2(h—V) ( 4,77 ) 
ju (4,77 ) 式 代 入 《4.76) 式 得 
" n 
2(h— V) (aD = 2, 2 adada 
1 pH. 
TE EM 
y $ aidordgr 
je yl NL 
— o ( 4.78) 
dt =——- :一 一 一 一 : 
(ov 20h —V) ' 


TE, WEIMER EROR 
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uo 
AW— af 2Tdi— 0 


——————À 


VY Y aydqidq; 
[454 im 1 LO 
得 Aj RO —V) -e Hl 
m v/2(k—V) 
ik - 
Bl af V ^"PUh-—V) 。 VY Yu, oenc = f (4.79) 


PET 


V a4 B 
qi ds- V2, V erjdgidai 


jm; ;=] 


CERN ERRSE qi 空间 RBZ PRA, RAID LLL. 
Tik _ ^ ， 
4 vlky) ds=0 UU (4,80) 
dio 
E 4,800 SCA REST OE B9 RR EARR. B EGRE KHERA NENT- 势 


能 站 尾 为 常量 ， 于 是 (4.80 ) 式 便 改变 为 
Aaf 


dio 


RE: | a 0 (4,81) 
dio 
( 4, 81 ) RŠ, 当 质 点 组 在 不 受 任 何 外 力 的 情况 下 ， 通过 问 虑 gis 与 qua 的 一 切 运 动 


学 上 的 可 能 运动 中 ， 叭 有 真实 运动 在 n 纵 的 黎 曼 空间 中 的 弧 长 $ PEU. WRN, A 
组 从 状态 4 到 达 状 态 卫 的 真实 运动 与 具有 同 祥 能 量 的 从 状态 4 珊 达 状态 也 的 其 他 一 切 送 
动 学 上 的 可 能 运动 中 ， 唯 有 真实 运动 在 n 维 的 曲线 ds s 空间 中 所 走 的 路 BU Rt 
( 即 短 程 线 ) 。 此 绪论 与 $4 一 3 的 例 1 中 所 述 的 一 个 质点 在 光滑 水 平面 上 作 惯性 运动 
时 所 得 的 结论 完全 相同 。 这 就 说 明 ， 险 密 顿 原理 与 最 小 作用 量 不 理 是 从 不 同 的 角 许 来 反 
ph p] xe DAL C. | 

(4.75 ) 起 的 结果 是 17 世 纪 法 国 数学 家 费 尔 马 导出 的 ， 他 并 把 它 应 用 到 光 的 拆 射 现 
银 上 上 ， 而 成 为 几何 光学 中 著名 的 费 尔 蕊 定理 。 即 光线 在 空间 中 让 po 至 p, 所 经 过 的 路 线 
与 其 它 可 能 的 路 线 相 比较 ， 其 真实 路 线 所 经 过 的 时 间 最 小 。 若 用 数学 式 子 可 下 为 


pi 
dr _ 
af "i 


IUP n ERRE, EBREIBIPRAEIABUSIADERnTUA. ROUTOUAET. HRERS 
^ Bt USES FAE ISCRRES Cp 


1 
aj R des 0 
HEB. 显然 可 得 ucc 土 ， 因 此 ， 一 个 质点 的 力学 问题 ， 可 以 当 作 一 条 光线 的 几何 光 举 
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问题 来 求解 | 反之 ， 开 何 光学 的 路 线 问题 ， 也 可 以 当成 质点 力学 问题 来 求解 ，1924 年 ， 
法 男 物 理学 家 德 布 罗 意 也 是 根据 这 一 光 和 粒子 的 平行 关系 ， 提 出 了 物质 被 的 假说 ， 进 碳 
为 1926 年 藤 定 请 建立 被 动力 学 赣 定 了 基础 。 

5. 最 小 作用 量 与 哈密 顿 作 用 最 的 关系 


由 于 痊 密 顿 作用 量 


hi 
saf" 1a 
fs 


-f (T—V)dt ( 4,82) 
li 


AdéBER BERI MbORSPAH, dox guam. PLHRBEORTOS E BU 
Tct-V-hCHR) 
于 是 ，( 4,82 ) AIRRA 


1 
S =f (2T —h)di 


ti ti 
=| 27d 一 | ose ( 4,83) 
tà tn 


HLUT ti 是 可 变 的 ， pei E =i to —0 Hi, NEA ( 4, 83 ) ALTERA 
S—W —ht ( 4,84) 


Bh. CRUS RI METH Fk CRRRURE UT PEREA REIS A] LI EMNE A 


物 线 ， 
I ATERPEAN REMEH H IRH 


A [^ v/$h— V) ds 0 
dio 
RN GRBU DER, RERAN ILBR a KAND Ua" TEIE REI “a”, 


于 是 ， 质 量 为 由 的 质点 在 均匀 的 重力 场 中 运动 时 ， 营 选 平面 直角 举 宗 x， > 为 广义 学 标 
的 话 ， 那 么 最 小 作用 量 原理 可 表示 为 


xk NEN MR 
«| v2(—mgy) * v1 y? dx70 
X 
此 处 FCy, y/) —-2(h—mgy? " Viky? 
RABEISERS 
a [v 20— gy) Y. | EEY BE Lg 
dx v 14 y? v/2(h—mgy) 
以 入 和 


-8 [VE may y [ity may. ( 4,85) 
dx b Z1 v/2(h —mgy) 
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由 于 
E d -[ 2h mey) yr |- -L [2am y h (YO m may)» y" y" 


dx AT 十 3 dx v1 Hy? ^ ity? 十 了 
FU ÇAS ASTON T 
[x2 mgy?, rz |v 2 mgy) VITY mE | 
LOB LIE MU A 20 (4,86 2 
^ v14-y'* | ] E Tu) E 
BA 
2 [VIR mg * vi y e RU may» VIE ymgy" | 
v1--y't v2 --mgy) 
i (4,86 ) 式 又 可 表示 为 
VER 
x 
TvaGC A 7 7 707 
v/2(5  mgy)y" - 
7 — = 一 -一 e 一 + LE 
TE V y 2h—mgy) * V14- y^ e TES | EE 
v I4 '* 
AF C 为 积分 常数 ， 展 开 上 式 并 经 整理 得 e 
D a Amg 
Y* =( C: 1) C; 7 ~ 
dy o ò 2h mg 
dy 
HV -一 一 :一 一- 一 一 一 一 
或 者 JG es x 
C, C, 
TR EX, 
E 2mg 
(c 1) C 
_C ( 2h LY Img y 
得 "E "i C 1) C, y x'-C; 
jp LiB DEZ: (£18 
(c 1) C, gi 1029 
C 
TR y =— (x+) tu mc ) 
EAMH, AH C, C: 为 积分 常数 ， 由 通过 Alyo) B(xk, yk) EL Tei: 
L3 D. 


3Y » 


(8 » 
1. BAUR m CI-1,2,, n2, AEN Gg yn no ERAL 
用 着 的 是 以 一 为 力 函数 的 力 Fl， 而 函数 V 是 只 依赖 于 点 的 坐标 的 ， 试 用 哈密 顿 原理 
导出 质点 组 的 运动 微分 方程 式 ， 
nmi xim. : 
CES. miyirFy ( i—1,2;-«,n) ) 
m; z;—Fu 
2. UAJUASPEURUR Gb RERERET is a CAOT RE. 
(E, x 十 这 x 二 0， 式 中 为 弹 质 的 刚性 系数 ，m 为 振子 的 质量 ) 。 
3 。 试 用 哈密 顿 诛 理 导出 行星 送 动 的 微分 方程。 
m (7 一 r8*) = Et 
mr'8— 


式 中 以 为 行星 的 质量 ，k 为 太阳 的 高 斯 常数 ) 。 
4 。 质量 为 直 的 质点 ， 在 重力 场 中 以 初速 Yo。 和 水 平 线 成 a MMA WAREM 


XR REUS SJ. 


CE. x-vcosat, y-—v,sin ug ) 


CS, 


3 

3 

e 

2 
He enn 
| 

| 
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5 。 带 电 粒 子 《 电 菩 8、 静止 质量 m) EBRD CE, 召 中 运动 。 已 知 其 拉 格 遍 
日 西数 为 | 


L= -—mac! W imta Q-—ve A) 
其 中 站 为 标 势 ， 入 为 和 失势， 试用 ———— 
8. 
d mov 
Ot (m eg x B) 


6 ， 一 U 形 管 ， 断 面积 x= IBOE, AERE 液体 单位 体 积 的 质量 为 P， 原 来 
液体 两 表 面 高 度 差 为 hn， 此 时 液体 运动 的 速度 为 零 。 出 于 重力 的 影响 ， 波 - 体 罕 管内 运 
动 。 设 管 与 液体 之 间 没 有 摩擦 力 ， 试 用 哈密 顿 原 理 求 液 面 的 运动 。 


CS, x = cos ef, BRIAN] t= my M 2Jog ) 


E 3 E 

7 。 试 用 险 密 顿 原 理解 $2 一 2 中 的 例题 7 。 
8, insi S $2 一 2 中 的 例题 13， 
9 ， 试 用 哈密 顿 原理 解 第 二 章 中 的 习题 9 | 
10。 试 用 了 哈密 顿 原 理解 第 二 章 中 的 习题 14。 : 
考 ， 斌 用 只 密 顿 原理 解 第 二 章 中 的 本 

12， 试 用 哈密 顿 诛 理解 第 二 章 中 的 习题 27。 - 
13, HAX 2« 的 圆锥 面 上 有 其 个 任意 的 己 知 点 A 和 B， PA HEE 为 极 小 值 的 曲 

虐 称 为 短程 线 。 试 用 变 分 法 求 其 短程 线 的 方程 。- 
(5, - L6; cos( (Psin e) -C;sin(Psin a), Xd c, BS C, 为 积分 REGE. gradu 


上 的 4、 下 两 点 的 具体 位 置 欧 定 。 ) 
.239 « 


， ML 试用 变 分 法 证 明 图 柱 面 上 两 虎 
之 癌 的 短程 线 是 螺旋 线 。 


15. XA XT XE HE AY’ FT .. 


速度 为 ys， 试 证 要 以 最 短 之 时 间 HA 
点 到 达 也 点， 则 其 划船 之 登陆 点 之 淹 度 
0, $10; 之 关系 为 


sno, |." 
sin 9. V» 


16, —g X US BUS -W AB. 


RLM: xea(0Tsn8)» y-a(l- 
cos0), — Ef Ab Sc ERE Mola 
的 顶点 由 静止 开始 将 球 微 微 移 动 ， 因 而 
RT SES. KARIA 
时 其 中 心 之 速度 。 


(E: v/10g(2g—5b)/7. ) 


Ahr; X, 
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"o qat 


AM 16 H3 


第 五 章 ，“ 正 则 变换 与 哈密 顿 ~ 雅 可 伸 方 程 


ERZE RU CGARVER RRENDA, JE- - 些 简单 的 问题 采用 直接 求解 
时 方法 。 状 而 往往 在 一 些 复 杂 的 问题 中 ， 求 解 时 让 到 很 大 的 困难 。 因 此 ， 力 学 晶 导 出 险 
密 顿 正则 方程 以 后 ， 楼 心 的 问题 就 变 为 涂 革 找 研 究 险 完 顿 正则 方程 的 积分 问 是 ， 本 童 荐 
重 介 绍 求解 险 密 顿 正 刚 方程 积分 的 基本 方法 ， 


$5—1 HBa AAEE 


kaui MERMER RI E E A EE 


—_ H 
Di— — 6q 
(i=l,2, n? (5,19 
l OH 
7i = p. 
B3 24H BI EUER. MARTAT EDE CITRE AE WAE Co. 1 RAIA 
p; p; Ct, Ep Bj) | 
"UU 7 (i1,2,77,2) (5,2) 


q17«g; C, 04, B) 
gba; BH Hae 4e P E PERLE. 沿 梳 定 理 就 是 提 供 我 们 在 知道 两 个 积分 时 
去 寻找 确定 第 二 个 积分 的 可 能 ， 甚 弄 在 某 二 些 特 殊 的 情况 下 ， 用 此 定理 能 得 出 全 部 彼此 
独立 的 积分 ， 反 而 ， 确定 了 整个 质点 组 的 运动 。 
一 、 453 8]z2 x TES 
i. ibd SEM 
论 甲 与 多 是 正则 变 基 go p; 和 时 间 tix, JB 
(P =P Gon D 
1 
`y = igp Prt) 
io xpi EL RRRA F ERRERA 
o oP 96.99 Ov 53) 
sOmeBee. us HT AER REC 以 把 险 密 顿 正则 方程 5,1 ) Am 得 更 为 对 
MeEsux X. HA 作为 正则 变量 qn 下 是 各 A-B Nn ERUAEAE, 所 以 
~fa OH Op, , OH 
pm =EN Og“ ep) ~ op ða; ) 


j=] 
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oH 


— — —— —MMX -—- - 


^ 6g, 
Af 9g , OH _ Bq , OH 
dn in- Ya; Sp; 8p oy) 
.. OH 
Op; 
因此 ， 险 审 顿 正则 方程 《 5,1 ) SRTISERUCS 
di Up; H] (11,2, n) ( 5,4) 
d= Lg HI 
2 。 泊 松 括号 的 基本 性 质 
1? RPH vw, MARHE EX. BI 
[(p,uw]2-—Iw,] " 
[ 寻 , 一 折 一 一 [站 ， Vr | 
证 ， BID 
-ø ôP ðw oP ov 
(9, I= Xi ag öp 8p Bu) 
fw Op Gv 99.) 
7 xe Bp: — Op; Og; 
a (Q,uw]-2—liw,! ie ub. 
| - Qu 
[oo ,í( Owy OQ ,fr 
zv ,= 8g; ( Op; ) Op, ( jq )| 
nf op ðw op ov 
=- D(a Op Ôp; Ôq ) 
ik [(Q,—wv]--—[O,w] 得 让 ， 
2° 如 果 C 为 常数 ， 那 名 T 
[(p,c]-9 
证 ; HES 


B 3 € Jj TAO BAL DAER DEO 


«242 。 


2P, c1=0 


得 证 。 
3* 求 (9, v] XE CIR RES E1 
alp, wl rr em Su | 
Or =| i" w |+ +| P, Br ] SI 


V, s Br LP: n-o b»; u ua 3] 


»。 8/2 ) of 99. 
toe LORD Lv 
a (22) 2 
qum RR LR 
LX, w |+| 9， 己 A 
il Sm TEP, ua le 2 - | g, 


BEES: F Pe AREER ge pi WIA t HAR. WA. MIX 
P5 o c p LRL PES ze REEL FARER: 

[f, CP, VO T Ep, Gr, DT Dr, Q, 90180 (5,8) 
Wk C5,8) zia isst. 

证 ， 若 直接 懂 开 这 -恒等式 中 双重 的 消 松 括 续 ， 就 可 以 证 明 这 一 恒等式 ， 然 而 ， 这 
SAER Dump Ede. AMEL—T (95.8025, € — SUD ER iix P» 
中 的 -一 个 二 阶 微 商 ， 因 此 如 时 我 们 证 上 明 等 式 (5.80 Zo 7L E. JA 
这 就 涯 角 左 端 等 于 零 ， 因 而 恒等式 得 到 证 了 明 。 央 为 等 式 《5.3 ) 的 左 端 对 于 函数 P 
几 是 对 称 的 ， 记 以 证 明 可 以 只 对 一 个 函数 进行 ， 为 此 ， 了 到 可 以 包含 图 数 了 二 阶 微 商 条 两 
项 之 和 ， 羡 即 

[PI FE, CF I=, Die (9, D] 
计算 这 一 等 式 的 石 端 就 不 蕉 见 到 右 端 不 包含 I UOLSrik gd. AA 


ap (yl) _ OP O(,D 
-XL ôq; p; 8p êq d^ 


191 


pow OPN Ow G, j) 
"» Dg; Op; p; ôq | 


l=1 
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pæ 


zf wj 
din EDUC E EN 
AEDES 


fo Ov ip 、 
一 和 - | E( OpjÓq; | d» i önn m ES )* 


i 


a Oy . Qi. Od Q^ 
* 到 | Ôq; Bi 一 enr] |- 


Doppi e a ey of 
p» Gq0g; Qp " Og;p; . Og. 7 


"i0 0-2; - UM 
t Dla nb; - p )i- 


P 
s. 
wv [oy 99 , 0f 99 , Of 
M Og; | P» Opi0q; Öp; 6piop dg j* 


* 00 8*j eq f Y 
p» Ogj — OpOpj Om. sre )| 


_ Ow | (a ,of Op 人 
Oq;0qj p;  Oq0pj 6gq; 


s 0P, Of | 0p , Fs Y 
ux Odi 9g;Op; Opj 04,08; l 


[| m, e 
- 1 Q^ yr Qf 8 Ur of 
2 (-52 ðq; ie OpOq; Op; . OpjOp; 0g; )- 
—$2 ( Qw oj Ow DIE 
Op, X Og;0g, Öp; Og;Op; a 
-$*(. op ef _ p óOy 
Ôq \ OpiOn; p; —OpiOpj 69j ， 
-8k ( p 6 OQ Or Y 
Op; \ Öq;ðq; Op; | Oqp;j a; 
上 式 确实 不 出 现 了 的 二 阶 微 次 项 ， 故 恒等式 《5.8 ) 得 证 ， 
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,| EL 
o" [qe pil; (5,8) 
0 Witje 


E pDYGEBDAEEDGgn m k: 21 APOE RE. WA RME EA 


0g Op; .8q， Opj 
imel = à Qa; On Op, . Bi) 


人 j=j 
9 ij 


故 得 证 ， 
Z., DER 


EERE dEd145LIoR A farb t) Ar fq p, 07€ EHME 
则 方程 


,OH mE 

(a= Og, 

: (j71,2,^75n2 TE ( 5,10) 
n" — 2H 7 

U Op, : 


TR A Br COS ELEM T 
ix HUE sQ23**s Ga P: Pass Pa) D=C ik gg dg nd pi Ç 5, 10 ) 的 积分 ， EIE 
A, 
dj f; 0: . | 9f .= 
di 8r tol ag, P 8p, n) ) 
把 < 5,10) ABE Gi i URBES RTISESCERESI 


8 BH | 
-d- * 一 一 -一 -一 * uz 站 
«EC Bq; ES Öp gi ) 


minis, IGERTAOMUTI os 
a Hemso . TT 


pis, js 15, p; 0 二 C 为 哈密 转正 划 方 程 ( 5,10 ) 的 积分 EIC Ce, pst) 必须 
满足 条 件 (5,.11 ) 式 ， 邮 5.11) RAA fCar o, 077 C 710578 va iE 则 方程 《5,10 ) 
MEM REEARG. TIER. RAITOLSE A UEE Co, 11? BABERE 了 为 Pru 
Bii .10) RA AR RIT. 


wreg, HOS Uep ir Uis Di t) =Y: E Indy 方程 《5 10) 
Hih BA m3 D.wl-—C t i Ned E UTR. ' 
WE. BT 中 (or pp 站 二 4 V Gn pi 0) 7b HRA WENTE C5. 10 > 的 两 个 种 一 


| $245 * 


积分 ， 玫 利用 条 件 (5.11 ) RUE 
99 +r,m=0 与 SE tiv, He 


2 Gngie-ie.Hi- mS 8 Qe Hl-— COSA 
现 以 困 数 互 ， 中 ， 攻 组 成 滑 执 恒等式 得 
[H,CQ, v FX) FE[, Cv, H+ Ly, 0, 9) ]5 0 (5,132 


38 (5,12 2 RA (5,13 2 AR 


IB, (9, 02141. — 0 jr SP j-o 
a nonno SEAT. ne 
an LCQ, w), HI+| 9, HI E ; IET ( 5,14) 
因为 E "E K2 ee P318. 
BrELCS,14 2 3S XE 
n TU. w) H]= O (5,15) 


"E Jd: (5,11 PM ike (5,150 XEB, [v ]— C REPRE LIE UI 77 S C 5, 10) 
FINUM BOAR E RHE, 

综 上 所 述 ， 似 乎 可 以 利用 泊 棋 定理 ck (sp 密 顿 正 则 方程 所 有 的 2a 个 积 分 ， 可 
壕 ， 淖 慷 的 是 这 并 不 永远 是 成 功 的 。 因 为 实际 上 往往 得 出 的 并 不 荐 彼此 独立 鸠 积分 ， 玫 

站 积分 的 栈 性 组 合 ， 或 者 是 已 知 的 黄 个 积分 的 泊 松 括号 氢 等于零。 因此 .欲求 得 哈密 强 

正则 方程 的 解 ， m 如 下 一 告 我 食 即 将 介绍 的 正则 变换 和 n SE EET (9 7; 
RO. 

例 1. iCcKIEAS S EGINISRIO HE GS Gy PLEUXPHqIISSR T. 

A. 出 质点 组 前 动量 的 定义 得 


N N 

G= oma Cya udo =È CYRPRa IAPR) 
* j = ] 
N 4 N 

G, = 2 ma uda xi) = o Gkpka 4 PRO 
Ku = | 


N N 
Ga 一 Y maa — y kd) = X. (XADRy— YAPka) 
ke: bei 
Am Gas Gy» Gy JE f S REGE dr "ES X. Yai 2 上 的 分 量 ， 而 Dkzs Db, Dis 出 是 
动量 D+ 的 三 个 分 量 ， 
B IBTS38 E I E 1S 
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MN ， 
加 OG. O0Gv _ OG» OG» 
e» e=] Ox& Ops. — Opss Ox ) 
( 98: OG, _ OG» OGy ) (2: OGy _ OGr OGy | 
Oyt 6pi 6pty Oy, Özg Opts — Opp, Örk 


II xs Yks Zks pks Phys Dii 是 彼此 狂 立 的 正则 变量 、 故 上 述 式 子 又 可 改写 为 


N 
[G,, G,]= 2 (xaphy— YADk 2 =G: 
-] 


OG, Ge OG, Ga ) 


N 
至 [Gr Gr] xi Ox, Ope, ptr. Oxf 


Åm: 
( SG» DGs — Ser... Oa ) (ee OG, a OG, QGr ) 
Byt Op, Opiy Oy, Örk ‘pts — Opg, zk 
zt) 
In] 38 tG,, G,]=0 
例 2。 试 求 由 质点 组 的 动量 p S G WARRI pe G, BER E938 KR 


5. 


N 
b. HT G cin OP ADR) 
= j 
N 
Gy = J GkDksa —XAphs) 
kei 
N 
G, = 9 Pk, — yADRa? 
471 
wN 
Dr 2 Pkr 
k= 
MN 
py= 2 PRy 
| 


M 
Da MNT 
kmi 


TE HAE S agg X 
N 
u OG; B Op, 8G Op. 
LGy， ji- Xi Oxg Opir — Ops. Oxk ) 
(ser- Op. 66 Op, ) cy Br _ Gv Gps )] 
yz Ops, — Ope, Oyk Ozk Opts — Opg, Örk 7. 
因为 Xes Yks Tks Dat Phys Ds DOOR SE BS IER AE RE, AX pXPBSXXUCP X d Xon 23 
: 247 7 


d 


[Gy Pp: 一 2. Ps5 T Pr | 
£21 


OGr Öp- ] DG 9p; Na 


N . 
ST [Gs P+]= 2 CER Op Op Ox, 


C. Op, - — 08s 


Byx Op, Epis Oy& À \ Ou ÖPki 
id [0,0120 
EAA Rm (QUPD r^ P» 和 (Rs p ) 组 合 形 式 ili iu) 


4p3. Ilem REUS 
证 ， Hra pË 
rap 的 标量 函数 。 莽 杂 
op | eg , EN . 
Op ôm’) arm O(r*p) p 
op | Op ,.,,..,.90 , 
on ~ py PT Sp 
由 于 r=xi-yj:k M poprictritnk 
2 OP .ov IF : . 
TE TCU 6G T (p.p) "P 


ep | Op ,,.,. 9090 .,, 
By Oy) "7" 96g 7 


0p | OQ ., ..99 , 
Op. 9p) 人 Sy. TE 


op | 8p ,.,, , 99  ., 
Op, ap’) “Py alep) 7 
L Ge=Xpy™ yp YR Aan REL 
"Op. Op. Ox 
T . 9G, _ P., 9Gs\ 
E Op. Op; Oz / 
8p , 26, ÖP , 06:Y,/( 99. , 
-( Bx Op, Op, Ox HH Qy 
| o i op Po". (— -一 
Alr Slr. p) pa | y) 
IP. 89. 
| " ðr. p» 


alt "^7" arep) 


DT ame | 
op o ，，- 

一 二 "2X7 B(p.p) yl! 
8980 — , 99 
T cp ~ OQ) 


+ 248 ^ 


Ge — 
Op kg 


E 0G. 09 , 90G,,,/ 09 , OG. — 
p A.) (y o 08, 


89 y kpr.) 


. 99. 
elp“) 


G: OQ. 


Oc, 09 , € 
9p, Op, 


ur Kp E 


| 
E D op — ZA 


* AprDy 


oq 
» 2 oy Op XP,- 


g 省 = 


Lm 


op , 99 
T Aq Prpy + Ore Bp) YP: 
- 
必得 证 。 


例 生 ， 一 组 质点 只 在 内 力作 用 于 运动 ， 如 ?了 、z 方 向 的 两 个 分 角 动 量 为 常量 ， 则 x 
方向 的 分 角 动 量 也 必定 是 一 个 常量 ， 试 用 泊 徐 定理 加 以 证 明 。 


Wh. PEU A fa UU RE URS 


M 

Gs p (ykDks —ZkDk ,? 
=] 
At 

G, =i (ZRPAx—XRDka) 
-1 


A 
Gy =i (xA&Dky— YRD Ra) 
m1 


式 中 rz, G,» Gs Ji fazh bt Gk ^r AB X: y z E, 而 Phas PA, Pha 出 起 
Z5 Bt 的 三 个 分 量 ， 
由 油 松 括号 的 定义 得 


Tecy OG, _ OGy- 9Gs ) 


EG ys Ga] = Ei Oxg Opke Opke  Ox& 


— r. -— —— — — -一 


yt Op, Op, Oy 
因为 Xe Vh ZÀ» Pias Pk,» Dk: Ai dk Ead ERI JE ULP, M EXESRY OX n HRCE H 


4 OG» 5G. | ôG» 06.) «(36 OG, . 66， 96e y] 


N 
(G5, Ge] d Ops 7 zip) =G" (1) 
-1 


E an AE 
Gy 一 19 G,—C; 
SORS IB EEA 
LG,, G4] 二 C3 =A% (2) 
到 C1) 世代 入 (2) 式 便 得 
y Gars C, 二 常数 
故 得 证 . 
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$ 5 一 2 正则 变 欣 


—. (BI AER SS TE XRELAY 
凡 在 哈 肉 顿 函数 部 中 不 显 含 的 广义 合 标 就 称 为 循环 光标 ， 而 对 上 庶 于 循环 坐标 的 广义 
动量 称 为 律 汪 动 忌 。 如 五 中 不 显 贫 广 多 礁 标 针 ， 闭 各 出 瞪 窗 顿 正则 方程 的 第 一 组 方程 式 
QH 


得 pi = 83; = (i—1,2,-7,n) 
OH 
p! øg T’ 
WA p= C iE ) 


国 而 称 pi=0; CERO 为 循环 积分 (也 是 一 种 第 一 积分 》。 在 第 三 章 里 的 例题 8， 我 们 
曾 楷 建立 起 电子 在 岩 仑 场 中 运动 时 哈密 申 函 数 为 
P4 
Ta 1 ge 
bM. Hop XE. TÀÉQULBCORHWIRAES, po MPATIE. M po— 
一 mm 六 中 二 常量 ， 称 为 循环 积分 ， 
出 串 可 见 。 如 采 我 们 能 够 选 好 所 有 有 的 广 交 举 标 q HAA Rai AEN pn 
男 获 瑟 中 只 有 依 末 于 广义 动 基 启 和 时 间 圭 时， 那么 由 哈密 顿 正则 方 TEESTR 72H 27 £x 


OH 
4 = = =l, 2, 1) 
得 pr Og; * L| 
或 震 pij ap CO d ( i=], 2, 7) 


BIS n A Ab ER. 
EGRE E NUDIRELA TER 上， 亦 即 m 0 ， 那 么 由 哈密 顿 正则 方程 


的 第 二 组 方程 式 得 
„f 19H. En 
T" -( Opi m" =P; 
mo gi — Bit Ci (Ci—1,2, n) 


JB E" LASER qi 是 有 时间 t BORER. 
ju EL, BL MEER H IOS F8 BUE T- LE gy 也 不 显 含 所 有 
& uan BüUH-eopmp NiABUCHEUIENT T 


pi — UR 
(i—1,2,*,n) 


qi= Bi 
Jp BB sexag 22 "piEW] RER AA C 即 循环 积分 )， 
9x RRR. TRE HAE t gi BL p, KPED AMR PER Q M Pe WIH Oy 各 
P, 3c i dp RD PR AE qw. ET E Qi MERY MRE RAE 
* 290 * 


理想 的 ， 变 换 后 ， 靳 的 阶 密 顿 请 数 E — 0 ， 如 果 这 种 变换 存在 的 证， 那 么 哈密 顿 正则 
HELARI., RAAR R. EREEREER ER F h 
所 要 介绍 的 正则 变换 ， 


二 、 正 肇 变换 的 定义 与 月 的 


如 果 能 找到 由 正则 变量 a. » 到 新 的 变量 o p, 的 变换 


Qu QiXI 021,7, das Dio Dico Pay t) 
C121,2, n) ( 5.16 ) 
Pj Pií dis do das Di.Drotos Dur t) ' 


igiene s wi HOn p,,0 和 新 的 这 一 组 变量 Op P 仍然 满足 正则 方程 
Nd 
| (121,2, 7n) (5,17 ) 
Q= ÖP; : 
HE, PARK (5,16 ) 这 种 变换 为 正则 变换 ， 


于 是 ， 正 则 变换 的 目的 就 在 于 将 由 老 的 正则 次 基 o p MATUR BE AK H 
不 出 现 循环 坐标 C 或 少 出 现 循 环 坐 标 ) 而 导致 老 的 正 期 方 称 


9H 
2 8q, 
Ct=1,2, P (5,18 ) 
9H. 
dt = Bp, 


不 容易 积分 变换 为 新 的 一 组 变量 Qus P; 其 中 o, 都 成 为 循环 坐标 ) 所 表示 的 具有 最 简 
单 撒 式 的 险 密 顿 画 数 吾 ( 当然 最 理想 的 是 于 =0 ) 所 满足 的 新 的 正则 方程 


bi- — E a 
H ([71,2,:7,n) 
083. 
Q= 8P, 


SER HR. ARIERARARELS HK. BERE 
P= Pj, ,0, 7, 0a» Bi, Bi o Ps D 
(人 月 ,有 
然后 ， 通 过 反 变 换 便 得 
p=glt da im 站 有 
lens da, n 8,, Bi, Ba. 1? 
ub aar, das Bis Bo s Pa 为 2n 个 积分 常数 。 因此 ， 这 就 完 从 确定 了 质点 组 的 
运动 了 ， 
三 、 正 则 变换 的 条 件 
由 于 哈密 顿 正则 方程 《5,18) 是 直接 从 哈密 顿 原理 


( 11,2, ES. ) 


(o^(121,2,77,n? 
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或 者 
Ji (Tn) i tus (5,19) 


imi 


iip, AREA ERR RFSRR A NMÜ Ras d 原理。 TA Je Xp f EE 
《 5,16 ) 之 后 新 的 变量 Q@; 和 Pj 仍然 满 是 哈密 顿 正则 Jj 685.17), HGEXAMER 
使 新 的 变量 Q, 利 P, SENDER BR. IRBA 


全 ( 工 po 一 P)ar=o s ( 5,20) 


pi dtl J 


为 了 满足 这 个 条 件 ， 其 必要 与 充分 的 是 便 (《 5 .19 ) 式 和 (5 .29 ) st da RR CUR 
AS HEX ERST Cdi, dors, das Qu Qoo Oas t ) RETETE, Ap Bl fi 


€na-H-$€b50- H0 E ( 5,21) 
jm 1 TE! dt 0 | EM . 
其 实 ， 把 《 5 ,21 7) 式 代 入 5 5,190 X 
ti RB E NEM r | Zn Í res 
JA m H) = [Eno H+ jd (0, Q, 01] át 


= TE Ynó-H)ace dS*Cn Qt) 


A | 1 
ft » ， T i 
=aj LPH Jats] 


= 0 (5,22) 
AEA Sagn 在 积分 的 上 下 归于 共有 恒 征 的 入， 所 以 olg Q, t)j= 0 
TUR, € 5 .22) 式 恒 成 为 


of, (Xn -H) d= 


j=) 


即 得 条 和 件 《 5 ,20 ) 。 若 将 等 式 ( 5,21) Ede AREAN, E1 


a B. | 
Y yda Y; PidQi- CH Hat -dS* GsQ,1) ( 5,23) 
i21 


imil 


( 5,23) 式 就 称 为 正则 变换 的 条 件 。 


GS” rs Q, t) 


QS*(g, Q,i) 85*(q.Q ji ) 
dat gg, Qi ) T ôr di 


H Fas” (s, Y: ( 
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所 以 (5 23 ) s ub sous 


r | s 
2, priay- YI PaQ HUI gna 
1 im: 


_ AMCA AD * B85*(q,Q,1) 55*(4,0,0) i 
-之 an — du » do, Qr — A 5t € 8,24) 
比较 等 式 《 5 24 0 ARRA h RLW ER c Ri 18 


( LS 94) 
| ! 0g; 
] 


一 一 全 -全 (和 25 5,25) 
6oi 


| 22 * 
| Hayt 0s 


MK. C 5 .25 ) 式 订 以 看 出 ， 正 则 变 扫 有 前 于 任意 函数 S*G, 0,0 KER, ERT 
ADR. DAUGVECUHRHR S'0.0,0 时 ， 屠 么 由 (5 .25 ) 式 的 第 一 组 方程 式 ， 
亦 邵 | 


一 


p S On ' (1m1,2,*-.n) 


SEQQ. Oa EEL olo das PisPDis Pas + trig Eee, HERA 
RA C 5 .25 ) 武 的 第 二 组 方程 式 中 : s 
ELUD | (Gla) 


HI SLE Bp pio pa A pe He HE Qiu, ^ de by pg: Das t A 数 ， 
出 于 母 画 数 规 定 不 同 ， 正 则 变 儿 还 可 以 有 茵 人 妨 别 的 形式 。 


Py= 


*» ^ n 
Ci0 车 在 等 式 ( 5 ,23 ) d, Ei b} Pag, BI 
dm 1 


B + M " S | 
3 PjdQ;—di 2 PQ ; 一 请 如 IE | | ( 5,28) 
ja! i i=] 


im | 


将 5 5,26) 式 代入 等 式 ( 5 .23 ) (if 


. » n ] 
Y paar 131 Qui CAIN dt di St Gaty. 22 RU 
i Do (mt 


—dS(q, P,1) ( 5,21 ? 


s Sid P1) S(q, P. 850a, Pt) at 
El dS, PD ( 7 Og, d pU — Pj iP, ) 十 5t 
=] 


BEDA C 8,27 2 SR UT RECHT 


52 ,8 2. 
2 pidat YS Qidi tH CH — Hydt = 
[": {= 


P Sla, Pst) n 83(q, P, 8S(g,P 
2. O4 | day 3 ep d (EE |. ( 8,282 


fm 1 
比较 等 式 ( 5 ,28 ) 右 端 和 左 端 中 相间 微分 之 前 的 系数 便 得 
Osta, P,t) 
ðq 


8S(q, P, 
g= PRO (j=1,2,. ,hn) ( 5,29) 


P: ~= 


H-g4 PG EO 
Í 


Se (íi—1,2,:. n) 


WEHP: Pist Pah ERG qo» dei Pis Bos" 
代入 《 5 .29 }》 的 第 二 组 方程 式 中 ; 


Q,- D j—1,2,',n) 


"pe f BRIEIOPRERX 9 P, DR 


HEERO Q: e QA [0] — 2535 Ri diss sdas PiP’ s Pat tg ER, 


(2 ) 若 在 等 式 ( 5 ,23 ) 中 变换 > pag T, Bp 
jmi 


E 5 E 
2 pdg =d ( $ nad ) — 5 dpi 6 5,30) 
j"1 im] d= 1 
特 ( 5.30) 式 代入 C( 5,23 ) 式 便 得 

a 业 加 . 
— Y giáp Y2 PidQy-- CH — H)ydt -d[8 (3,0, 1)— Y piar) 

fm 1 j= jim | 

—dF*G,0,1) ( 5,31) 


* » ÖF” 4 3 er $ * 
由 于 aho gn Y (S (p 9n ap, ERR dgi) OE RD, 


所 以 { 5 ,31) 式 又 可 表示 为 


a 
2. qidpe— 2 PaO IGi-—Hyt = 


tm 1 =! 


. 254 * 


E 


OF* ( 4 5 OPF* $ws JF* $ Ld 
=y be > ap (EYE UN : er agr 9p py BDD g ( 5.32) 


比较 等 式 (5 .32 Toss Ze s rbd [e] 08 5-390 2 nig e e 4 i 


_ F*(p,Q, t) 
Op, 


OF*( at 
Py=— ot (1=1,2, 5n) ( 5,33) 


F QF* & 3 


由 ( 5 .33 ) 式 的 第 一 组 方程 式 ， 亦 即 


QF"(p,Q, . 
qc P OD S quss n 


MEHO, Oa Oe VEA CITUR DisDos"oDus + fi E, 并 将 这 些 Qi - 
ERRIA C 5,33) 式 的 第 二 组 方程 式 中 ， 


, .OF'(5,Q,D 1 es 
P= 一 89, (121,2,--,8) 


HIDE HEP. s Preter Pa A AREE 0:7 de) pi 六， pes TEIRA, 


" " 
(3 ) 若 在 等 式 ( 5 .23 ) rb, Foi ne pda T paom, Bi 
tui i" 


ppd ( pq ) 一 Ean 


i=] 


( 29,34 ) 


Y PuiQs =d ( Y 50; ) 一 2.,QidP, 


jm] i-1 


把 ( 5.34) 式 代入 ( 5,230 式 便 有 ， 


一 于 wapi+ X oup, +H- H)dt—-dl[S*(a,Q,1)— nad Yo) 


im] 


im] 


z:dFip,P,t) ( 9,35) 


.- 3 , QF 
» (Spent P,t) dpt GP{p, P, t) IP; j ERP dt 


di TdF(G, P, t) = op, 


所 以 ( 8,35 ) 式 叉 为 表示 为 
lade Y: gap, H—Hydt 


m | 
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OF en 


im 1 


EAS C 5.38 ) 尖端 和 左 端 中 相同 的 微分 项 之 前 的 素数 便 得 
OF(p,P, 1) 


TT Op; 


a G=], 2, e ) | ( 5 .437 ) 


H= H-L OF(p, P, 1) 


Ot 
由 《 5。37) 式 中 第 一 组 方 得 式 ， 办 针 


OF(p,P, 
jp = PEP, Pst), G= l, 2, ean) 


Op; 
确定 出 Pu.Pia,ts. PR EEs Gs sC PioDis Pes t HERO JKE P, BOE 
PARA C 5 ,37 ) XB AD Fes 


n Dr i (171,2, n) 
HEE EO Qus QV DERA 此 党 Picos sha? i p gr E. 
BEBO. GCYCIEURIMOEJEGAqRIREL SRXTEEEIX) xs UUR)3E 8]. E A SOSOP At 


Eme, A FARR ERER A EME RRR R 
， 秽 1 。 试 证 ， 
Q-—in (jsinp ) 
P-—gctgp 


3 — EDI 2E 
证 : 自 于 Oln( 5sinp) "ofi 


Q jccsp sin. ^ 
Lc. =- qne 一 13 
dS inp q (PO qj U9J 
1 
—ctgpdp-7 gtd (1) 
ll. . 0 
H FEL E 
pes sinp-qge? 
cosp?«/ 1 —(qe?)^ ( 2 ) 
parc sin(qs?) 
1 
TAE pdq— PdQ —páq-- actgpCetgpdp—7 7 da) 
== (p-ctgp)dq—acta pap 
C3) 


zdlatp-4 ctgp)?] 


* BG : 


FUIS XRVREGBN:,XxH-H, Hill gsgyAdt 《 5.23) 
AEN 
pdg--PaQ —dS*(q,Q) C4) 
比较 C3) 式 与 ( 4 ) 式 并 注意 到 (2 ) si ria 
， u | v 1 —(qe25* 
dó Cg,Q) dl a [aresint ge9) H9 ln 


it S*(q,0) =a|arcsinCge®) 十 “1 ger | 
de 
由 此 可 所 ， 是 给 的 变换 为 正则 变换 。 
例 2 ”证明 变 孩 访 程 
| q— GQYK *cosP 
i 1 二 
! pz (2Q)*K *sinP 
代 去 … 正 则 变换 并 将 正则 方 称 


lOH 
P Bg 
| 了 LI eH 
17 "8p 
d P= eH 
aQ 
0H 
^ 6P 
式 中 H=}(p* T+K gq ) 
H-xo 
ik: BI a Go»K 4 ogP 


WE da= lia) ik ioaQlcosP—(2QX* K * inPdP 


=(20) tk YoosPdO— Qo)! K *sinPaP TE 
H cosP— (29) 3x ia 
dnP-—. |-—cos!P =v 1—(20) ‘Kg’ (2. 
P-arc cosl (20) 5 Ko; 


IR 
»da-—PaQ - 29)lK isinP[(20) 3& Fcospag— (0)! R SinPaP] 一 Pdg 
—(sinPcosP— P)dQ-—2Qsin^ PdP 


-—gdi(sinPcosP — P)QT f 
lr Np APEX AR B n 故 瑟 = 并 ， 因 而 正 册 变换 的 条 作 《 5.235 
S gb AE 2 
pig-—PdQ-4S'(1,Q) (4. 
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比较 《 3 ) 式 与 (4 ) 式 并 注意 到 (2 ) 式 便 得 
S*(q,Q) —1(Q) kid 1 9) Kg! —arcost (20) tK *q1}0 
HEIT kh, ife TE EMRE, 
igit: 
—— n: 
BUEH AE DU Æ fta p Pr At f FEES UG LE 000 75 08 23 


. OH K: 
P7 Bg —— "d 
( 


CI 


又 因为 H=H = 3 TES DE 9 (20 Ksin'P--20Kcos*P) — KQ 


Br EX 3c V 28 5E , PEER VELIE I7 CAT 


显然 ， 方 程 ( 6 OLABE ) FA. BR CoDSEUL-UIBHIG 
P=— Kt tH 
(7; 
Q =P 
将 ( 7 ) 式 代 入 变换 方程 立即 本 得 
- 2 
q—P)K bos - Kr 2E cos(Kt—8) 


supe, PHPH HAE RHE. 
Bi 3 用 正则 变换 法 求 平 面 谐振 子 隐 这 列 。 
4. GEE os y Side enu) E pep, WEAS IT RES Rt ob 


o. rH ox 8I oy AügdezxpCE m MERTEM WARRT RS DO EC E 
SUN 

H= (EDD) ymax’ Hoy’) C 1 ) 

ng xp SE ELS 为 
8" (q,Q)mS'(x, ys Qui O:) — Tm (o,x*ctgQ 1 ory’ cteQ ( 2 ) 
Qs" QOS” 
Pr 一 8x —mejxetgQ,; s Py= 34 -moyetgQ 
(3) 
* Ll 2003 Ss* l . 
JL m » ma, x ese Q., P.—77 850. 2 mo; y^ csc^ Q ; 


BUR 
H=H= > mx! ctg O, toiy'etg!Q Hamla Foy!) 
= bmoly (1 +etg'Q,) +3 moiy (l+etg Q.) 
l 3p ooa l QUEE: 
= ,molx esc Qt, me;y'csc'Q, 
—m,;P,--re.P. ( 4 ) 
MASER QoQ: PP. onm d$TB0 zx ESECSO.IITO X 
ôH ; — 8H 
Pi 89. 0 Pi 二 ĉQ =0 
» " » ( 5) 
qi gp om dT gp 7t: 
积分 5 5 ) 式 得 
P =t, P,-—9, 
与 ( 06 ) 
Q,—o,t-, Q;-—e, tB; 


式 中 0,9,B, KB, 是 四 个 积分 常数 ， 出 初始 条 件 璃 定 。 于 是 ， 抱 《 6 ) 式 代入 ( 3) 
不 的 第 三 组 方程 妈 得 谢 振 子 在 xy 平面 上 的 运动 规律 次 
x= Drisintu tB) 
(7) 
yel Da sinGast +B) 
南 此 可 抑 ， 出 于 我 们 所 选 的 母国 数 S Co, 00 T 2r 3 t, 使 得 用 新 变量 所 老 示 的 哈 绍 
屯 阔 数 日 只 是 变量 PP: 的 函数 ， 而 Q Q: RARER. TIAS 我 们 能 够 直 搂 通过 
( 5 ) 和 式 的 积分 很 快 地 得 名 C 6 ) 式 ， 进 而 得 到 (8 0 X. 这 也 是 我 们 要 进行 正则 变 搁 


的 上 且 的 所 在 。 | 
$4 试 利用 正则 变换 , 18 正则 方程 求 怪 直上 抛 的 物体 的 泛 动 规律 。 已 知 本 问题 的 村 


光 数 8* 一 mg( 寺 8O* 十 99)， 式 中 4 为 殉 定 物体 位 置 的 广义 天 杯 ， 人 为 变换 后 新 的 广义 人 
Ws gi DRE. 
解 ， 设 物体 的 质量 为 mr， 那么 物体 的 动能 为 


EP SP 
T= mý 


A WERE PA 5 ART, 38 4 VERE ORE 7 
V --figq 
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LT 一 rr ， Hio —mgq 


IHE a RAEN 


ôL 
09 "Eg 
NA. Te] 5. 
MC jm 
EU, iMr D R EI 
Lp I 
H -(pj- 工 ) apm Ta mgq= -mga (1) 


cimitero 0) ( 5 .25 ) RE 
.98* .. 
DB meo 
p= =mg( 180° +a) | (2) 


» 
H-n.- 99" = = 二 mg) 一» mg Q'—P- -p 


C3) 


BPA OREK. | 
pu | C4 
Q-—ttP | 

Arha, PAEH TA MARAI, WALC 4 ) 式 代入 【 2 2 AREJA ZAJE 


Fl? 
Cc 
cl 


5 ) 式 就 是 坚 直上 抛物 体 的 动 运 规 往 。 
8$ 5 一 3 哈密 顿 一 雅 可 修 方 各 


— —Ai ud — 3 9] £75 1 


EL-P, RÜIBIENML EBDEBQUIDBERGECUSIUEIUEN, ME WE 
zE Hrt Ei Si 了 PPP: t) EEIE FEE SEE TR. eR HOO,,0:,7, 0 


P; Poco, Pa; £250, 
WA, irn ELE Ful fr $8 (5,17 0 式 得 


. 260 * 


(i71,2,-7.0) 


| i=], 2, H) (5.38) 
EULIS 
d: Aona quHAMIE. Tria Byatt ERA B 为 了 让 
A EXER) BH, TEPE 3.) n5 AU ER, ISSETESUREISIE SQ, 


pc gre FREI T ni Ir 
Gs» a ws PaP TEL Pas hr Hi R Ma HY Jina " 


S | 
Hlqis aie dat HEPHIPSIE od -=f : ( 5.30) 


- an ^ op Meito Duddqsge Ace no mi sst 
nit 5,38) Xe, USES ORE; eum. AVERA Ha SP, oA SMES 
Gis das tadas &,,0,. 7 T'E iga, Pa 

局 一 号 人寿 d: n3 C Eeg t) 65 
XB AEPRORIRSN C 3.29 P UT 
Ó P OS(q, 0,1) 
p= dr d UT 。 [=], Za tn] i ( F 412 
dj zn 
Pdi i ( o QUU } ZEE! 1 » "2d 4 ) nw i f avv AER 
J * X 7 


OS QS AS . . 0S 
Híigisqos'n, Tai nos üq." ^". FUE MN ( 5,42) 


( 5,420 di RR tnm ER ELA EE AU n AA ge SEN ^ lits 
Ribes 6 Y. eee cR BrE--J UDIR E 
At EE, e gd $ KARS HE Bantar Eo HA 
LASI ELTE RASK! D, MEn ETERNE Cab RAP ERE 


T) -ta T| hn 
á HAZAAAYZI 


wur uli 
E = 


| 


sjeti ipi GRE EERE VIT PARC 

S= 8gs Grr ny Fis Crs Hn pIo, ( 5,43) 
lb, 1n RRE S eb), SC 0.282 并 的 p TRO,-B)G — 32, 
ub 5.43 uOL S PARAJEA O RA C B 89) 的 第 二 个 放生 入 

p --- Osa, t t) (= Qe. H) 

j ða; ” 9 


1 " tt pmm IEEE L5 wu gwt- Hp r4 B r 
KD SAI FE RR 6: M RS A ER. 个 PEED C 5.41) 


SA G. t1) 
p= s 


fi tin, Tu Ride: ar paktin TIl: ili 7 77 Ce 


fi] 


pi = a, Magt Gay P, Bi. Put 
i p aUa, tt har : (11,2, n.) 


" qj77 0; C8, IET 033 B,,B.. Bes t) ( B ,dd 2 
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REM, n-mjZriA AE -- RUPEE] ole e, "cm derer lt TE 889 73 RR SES 8E 10] AU | 
£k dA n-J 方程 求 有 的 问题 。 
在 H-J TH Fin mis ESO. vod ERA REPAS 组 A a E d P 


É | 
ppke RA N as-j Lit。 下 面 我 们 来 稍 奶 证 明 一 下 ， 
BUT HEISE ESOS 
saf rer 
f. 


所 以 
dS _ 
dt -L 


EE E 


. 
Hiq:sQdos Gas DisDaoo '""» Pa? t)z 2 PiL 
T 


as 


2 
WE = $ pdji7H(qisqis'" da? Posso "sDur t) ( 5,45) 
jim 1 


S-Síqi qoo du! d,,0., 0, t) 


og 

Br b) 3 YES gt r 
又 由 变换 关系 式 
E 
P7 8g 


- A6 
UH RP Or ( 5.46) 
grace s ER aci a at s, WATR C5 .45 ) 式 府 等 于 方 释 ( ,46)， 
JRRD 
Híqisdis dn PisPzs” "s Pgs OE 


as ös as 
或 看 H(i da Be 9g." Uy >, 9) ET 


此 方程 就 是 HI HE. WEW, n- DREES AN E HINE 
ARS. 
«262 > 


~ 哈密 顿 函数 H 中 不 显 含 时 间 t HAMEN- AHE 


围 于 在 一 再 (9 dis Ga 12) 
放 哈 密 顿 一 雅 可 伟 方 程 为 
os GQ 854,05 
H (41525577500 P Sc. "y at S= ( 5,47) 
在 $3-2, STI E LSEHERSBOR EREIST REESE T SE GRLIE WE JI PRU RE ECT, 
E] 


H(qisd;st qe DisPBisopa)—hCH BO ( 5,48) 
将 【5 .48) 式 代入 5 ,47) 代入 式 得 

OS 

r3 h ( 5,49) 
积分 十 式 得 

Su —ht-W(qu qi,» ga) ( 5,50) 


Aur Woda ds) BOSTEBN, IIS ERFARE RAI ir EB 
EHR, # 


i; 
Wæl 2Tdt 
N 
4 OS oW 
将 ( 5.850) 式 两 端 对 u RFA "Ba r ( 5,51) 
ji (5,49) 355 C 5,91) 式 同时 代入 〈 5,475 式 得 
ow ow oW 
H(q,,2:5 7 00 ERE Gq ” Öga )=n ( 5,52) 


EYES RIIPLPESSESOEIODOREO LE Rd DLL RM CODE, 
xrup ep Rug. JOECO. 52) BH TAER rdiet aal E ERE EI — E PR 
分 方程 dep RAW SER, ESWE, BPDUDISBEÉNGB ER [np 
DRR EE Eg: 4 EE E EE 所 以 它 应 包含 在 个 积分 党 
数 中 。 圭 是， 方程 ‘5 .52 ) 物 通 解 将 为 

WW Cgi ds sn Cyto" Oa TES Op) ( 5,583) 


把 《 5,50) 式 与 《5 .53 ) 式 式 同时 代入 变换 关系 式 ( 5 ,29 ) 的 第 一 个 与 第 二 个 方程 
得 
ð 
D*— S. 


-& [W Cais Gos tagas Tis 0o mas FO Ea — ht] 
j 


=W (quiza) 
8q; 
es OW r=] PEE 一 
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. 88 OS NL 
ho 


DNO. ôw la 
| a= -Boy ([21,2,'",m) 
I 
ó 
Dm Cs 
| 


TENERA 

Qn 
sub. AHIXCBUMGEG LTUSISSDTBSNI. JH 5.542 的 第 一 组 积分 称 为 中 
EAM CERRY gE u E 第 二 级 Cn-1) 个 济 分 次 为 几何 积分 ， 它们 并 不 
但 会 有 时间， 而 在 多 纹 空 间 中 江 定 一 入 尖 僵 ， 吕 归 绕 是 代表 质点 组 的 质点 在 少 稚 空间 中 的 
ES 最 后 一 个 包 食 有 时间 的 积分 称 为 运动 积 公 ， 客 从 出 Y BUSES a EEk d 
zr S RR BT 4, PFEizacaE d; IEEMEARSEECDGBIeGS—q n D$ S 
ERER E- DF, €«EXABIBI edi zs. XRXENX E 及 运动 吉 委 。 xx xc d di B] 
HJPRREPARELDGUES. RRES GZH. ii d SI B DO A ARA 
居 起 了 很 大 的 作出 ， 面 县 作 发展 3 cU EE tie PLE TELANE T USUS RE US IH 

AEHBROIBXUOfUU. Hi, TEMAM. ATRAGE. ， 

B-TAXGEDBSEPISSRRHS, HORIEDAGPAUSTRHE, tU. REPRE i—i 
ia E BESPAdIE JRA ut AETT[ 4871 $5, TÀ -可 从， 对 Tukiri WA: Mima 
e 总 能 其 } 。 于 是 ， 我 们 内 要 把 PERAE HERE, MARR EELA 


PEU i—i E RT PER E DATE. 


三 E EUR 
TEES LR SER IST rs. ARE URSPAH BU PATE 36 n] 0823 2823 RD 4 BEAR 7 


kkka CTI RIA LARSS R BH EATEUSLBI, 
i. iR PRORSUS Eikin r. G O rae 8371 TET 28 a 


g. EUR AIRA m. POATA M, de v Juste AES, IH REJER A SRP 
的 动能 表达 式 为 


=$ m (Pir 0 下 天 中 8in?8) CE) 
MRA 
Pr EMT 


poe=mr” 0 
po mrsine 
p Ho SERE 


PROF 


H} 


5d” 


PaE 


GL 19. 
p= mr^sin*0 


Tj, MESA C1 D DUDEN 
T =a l 《pr Dg-+ 


A 
Men 
y = CMM 


Am BARREIRA 


3 
HL án 


: 1 T pp  — 


mr mr’sin ð 2m r 
1 (sio Pep opes, y M 

ET ET ILI x pa EU 
LOW 
Dr 一 Br 
_ OW 
Pa 5g 
_ BW 


(2 ^ 


( 3 
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Fit. HATJA B —$4 np 682r fy 

1|, 9W |, OW 1 oW GmM 

ui CR tA CO aday r] r 
€ 5 ) AA ERRERA, uDDLHIARESSEREGRERSGE Y, F 

Wír, 0, Q)—W.(Q2--Wa(to--WocQo») C) 
jg C6 >》 式 伐 六 (5 77 式 得 


=E ( 5) 


1_ | aW EMT oy CmM > 
2n ( x ) Tft d ) T r'sin'B ( dt 3 l r C7 ) 
分 离 变量 ，〔〈 7 OihX AGO 
dy 站 Y ma, 1 (ey (aw. ? 
2st U dq ) =2mE+ dD ) 
Ww dWr 
RE ( D) —2mEr* sin*Q--2Gn^ Mr sin 0 - sin 'o( 47€ awo) - r'gin te (£77 T ) 
( 8) 


因为 方程 《8 ) RAR PHAR MARN Ar AKZ, BAE C 8 ) RERS 
i^ i T ERAT El i 29 6 36 CARD BE UO SER s NOR 


- sin'8 (与 一 "JJ - r*sin e ( Duy Cr2Gm^Mrsin* OamEr Sin 


ERORE k, PERSEA ER 


(2) zt 

dtp 

(e) 十 OS =r dhe) --26m? Mr--2m Er 
dt) sin D dr 


攻 于 上 述 方程 组 的 第 二 个 方程 的 左 端 共 0 的 机 数 ， 而 右 端 基 r 的 郴 数 ， 所 以 王 述 方程 组 的 
第 二 个 方程 的 丽 端 必须 同时 等 于 常数 《不 仿 设 为 虹 2. Tun. AA 


(EE) =u? 

ap 

A “1 
dB sin 9 


py Er 


| yo 
Wg a 
~ 一 由 一 [ü81.. 1. 
| d6 V ?- gin!ü 9 1 
UT 0r. a4 å Wl 
| aW, = V2mEt COn M — 
dr r r 


KRC 9 ) 式 积分 得 
Wg-a,qQq 


ai 
Wo =Í Vei - —- s dü 
sin 6 
W, =Í omet OTM y 
r 


r 
ESL DERE Enr C 5 ) 的 解 为 
Wír, 0, P)=W, F Wg tWg 


= {Vampt ?em MM HE art Vat - — aen, qol) 
根据 哈密 顿 正则 方程 的 积分 (5,54 ) —Ó— zl th Cm zy os 


{ 10) 


ow Wg We | 48. —— 
P, de, ^ 8d, Ta, ^T ~", f —_ C 12) 
i. 
yai sin^8 
QW  OWe,O0W. (fm , 
7 $e, 7 a, ^ e, = -«( | — 
al. F 
y ^  sin'6 
" | 一 一 一 一 一 ) (13) 
? 2Gm!M ai 
MET x 
而 运动 积分 泡 
i n= W rf , mi | ^: CM 
1" 8E ÔE CLR abo 14 
i 2mE+ n a 
k f F 
现在 我 们 通过 ( 12 ) 与 (13 RB dit pus V FS oU T fft 
计算 ， 交 不 类 结论 的 - gu. Rari -s x, AAA "- p RAS EE PEE aa 


ERA, M Ci) SUPR, MP A WIR à fiie, = 0. juo, H C5, 54 2 的 
第 一 个 方程 与 人 14 ) 式 的 第 二 个 方程 行 


ppB=Hr8 一 ms (HAD 
ERRADA EE. REPARE. Lh TRTE =i] 二 0， 
à 987. 


ETEL C13 2 ATEN 


B. =ù = ü, f NENNEN MM 
"-———— — T 
r v/2m Er? -2Gm* Mr -af 
BR 
= | 一 一 一 全 一 一 一 ( 15) 


r /2mEr: 4-2 Gm Mr -aj 
从 积分 表 得 到 ， 当 oa 和 0 时 


uds. 1 A E. E — 
uL 一 一 -一 -9rcSjn ( 
xv/adcbxtex v -a xy b! -4üc 
Br EL CI5 9 式 的 积分 为 
Gm? M - -91. 


6 一 月 ， —arcsin( ———— ———- 
v G'm* M -+ 2mEa? 


) 


[74 
Gm? M — 
sin(ü — B.,5-- -- --+um a == 2 一. -一 -一 
一 
"A Gm’ M*+2mEał 
因而 
i TIRET, 
六 = T m mE, sin(8 ~ _ C16) 
a; 


d 月 , = Op t— JN: asin(8—B,2— —cos(Q —6.- 
于 是 ，《 16 ) SUXRERERUS 


1 
二 -一 -一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一- 
Gm va, (Gn (Sm My (Gm My mE cos(8 — 85) 
PI 
Fi 
EEE. . Gm M - —- C 17 Jj 


j - + cos (8 - 05 ) 


若 抽 利用 9; =mi, k-GM, 一 0 以 及 


我 们 很 容易 地 可 以 算得 
ag miht Bê a 
Gm*M km k 


ar CLLLENNLL m xm Lamm, AS CU jam i l 


JGL ~. 让. Bp ZWE g 
Jitin =y 1 eis Tm t 


因此  r-iggg-s COUR (382 
JETPRU RE fi EU E bob 9 AERE ARIS. RERE, e dico 

通过 积分 ( 14 ) 式 可 得 r 二 f(t1)， 而 局 与 (13 ) ARER AH O00, XXPENURQS 
质点 在 圈 力 作用 下 的 运动 规律 。 

当然 ， 本 题 也 可 以 直接 采用 平面 极 坐 标 来 求 锋 。 因 为 有 心 运动 是 平面 运动 《 即 是 二 
维 问题 ) ， 所 以 可 直接 选 "，6 为 相应 的 广义 盘 标 于是， 质点 的 动能 可 迪 为 


T =- mL rà ) C61)» 


由 于 广义 动量 为 


所 以 | | 


于 是 ， 质 点 的 动能 表达 式 【 工 六 又 可 表示 为 
=-1 ep? +28) 200 RY 
2m r | 


RARI AAA AN 


GmM B (3) 
r 


AT, AGE ERSTE 
H- Cin b), 


y 一 一 


q - PI 
LI Be... (p 4 PE Raoul 
m ?m 
—L- qu H P8- ) - SuM (4) 
D—— ETHER di, BRI 
_ OW ' | 
^ Or 
_ OW 
Pa- ag 


Th, ERASI IRE En 1973 R73 
+ 209 > 


1 | ôW 1 oW GmM  ,, 
mita QX A C MOHE m sg ( 5) 
6 5 3E ERRE "H » ， 寺 以 用 欠 离 变量 法 解 之 。 轴 此 令 
wi, 0): W,G)--WgC0) C6) 
JE C6 YRA C 53i | 
1 egHy a t rdo) GmM y 
mi rt CA r ^E C7) 
JARE, CT YGLXEUHP4UROU 
( US)! e =j | bm en M. M -~ (Nr yn Cgy 


dr 
内 为 方程 (8 式 左 端 是 0 的 函数 ， 面 右 端 则 为 :的 水 数 ， 记 以 方程 (8 站 式 要 成 立 就 
必须 方程 两 端 同时 为 常数 《不 仿 设 此 常数 为 xf ) NON 
dE 
( 46 ) =a 


2 
r| mE tiS" M He dura] 
- r dr 
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quu vr 
dä 
2 2 
(BY E+. 2Gm M 一 
dr r r 
ak 
aesa, 
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HK Coy ARD 
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W, = ( V2mE+ - 7 dr 
EAT Pep I 36 8] E € 5 0 BIER 
Wir, 0): 2W, Weg 
=| /2mE IGm'M 0$ ja o (Ci 
， F Y 
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OW  OWo0,0W, 
P: = 54. 0d, + Ga: 
= f; | 
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Im E - iom M -1i 


s a70 * 


ür 
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i-a, LL. 
r V/2mEr! 十 2Gm Mr- al 


Di 33 2j 1 2 
BY OW, (| m 
‘is SE ^ 8E -j 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 TESI 
[Jeme + $on M Lp 
HERR, GD ARECA CG GROE dE C140 XS 于 是 , RHEE 
(15 ) sk BLADE, PRTA APAA EA 
r= iFa) (Y 
同样 重复 (14 P 式 的 积分 步骤 ， 并 把 结果 与 《 14)' Xr, JAN STI Ule E dues 
的 运动 规律 =r), 0500). | 
£2. HAREM EA ERA IERT HRA 5 PUB. | 
SV. HTALDIEKEG IET HHE, Wix, y, ZARR GUB, MES SPUR. 


Tu, MAHERE S 


To -l mG aan | 
式 中 m 为 抛射 体 的 质量 。 蔬 选 xoy 平 面 为 势能 的 参考 面 时 ， 38 5 94 5 ERI 95 06 77 
V-—mzgz 
IS E OE SSECA IS ESE 


L-—T-Ve- 5 mG! HI bit) -mez 
HC 


出 广义 动量 定义 得 


p, i ma 
oL 
Py =g mW 
Ps = emi 
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z Pi 
ni 
DELIA 
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z — Pr 
Dri d 


Bj, BERORIKA 
H= ( 2 pi - LN Lp 


2 2 
Ls (P. Taz /— ls q( Pe eir. PR Y) tmez 
m m m 2 
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(2 2 式 是 一 个 一 阶 二 次 的 偏 微 分 方程 ， 可 以 用 分 高 变量 法 解 之 。 为 此 ， 令 
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例 3。 在 重力 作用 下 的 质 点 AE TE RE AERIS ES RISE E EE FAE REESE Un 
上 而 运动 ， 此 质点 具有 水 平 初 速 mw。 WE ARERIA T. ARAA M 


租 ， 由 于 质点 县 有 二 不 白 由 度 ， 故 选 8，z 为 相应 的 广义 举 标 ， 如 图 5.3 所 示 。 于 总 
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由 于 质点 在 量力 场 中 的 运动 是 疡 于 稳定 保守 的 情 铝 ， 所 志 
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和 根据 蛤 密 顿 正则 方程 的 积分 (5,54 AGRAT EJ AE SLAR AI 
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起 当 将 园 杆 面 展 为 平 而 时 ， 质 点 的 运动 轨迹 为 抛物 线 得 证 。 
例 和 4。 试用 哈密 顿 一 雅 可 伟 方 程 解 第 三 党 例题 e 
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因为 方程 ( 5 ) 式 的 左 庙 是 9 的 函数 ， 而 右 端 则 为 的 函数 ， 记 以 方 稚 ( 5 ) ARREN 
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BE. GRRE EA o WTR Am. ubPIxXxSEdbXi—-0 Hm. WOGEx 
HRES U MAk WME Aa Jo RAN 
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T= m? 
y ME 


VEA 0809 RERS N, 
势能 为 


EP 
V 一 -Kx 


由 广义 动量 的 定义 得 


故 有 


ti. 
j 


! 91 — Pi 
— Ds 上 . P | 2 
— - m mt EX ) 
-pe tgk 
ELT SUE JT P BESAENCI eee TARA. Dre 
Low 
pr = Bx 


E. RARI TEES UN TER STET 
EM ( S)! Leto 
X 


2m G 
EDW —WGo. Brbl C 2 ) 式 又 可 表示 为 
l dW ai lae 
dm dx) Cae c 
Bp 
Dr 一 2mE — mkx” 
dx 
积分 上 式 得 


W =Í 2mE -mkx* dx 


那么 系 统 前 


C1 


(2) 


(3) 


(4) 


根据 险 密 顿 正则 方程 的 积分 (5.54 ) RETEJA PEDE SPIRAT 


"7a 
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其 
Vk- Fe arc sin C. (mk x Y 


v/ 2mE 
或 者 
sin | J-- T ES 
am E 
TUR u u 
xx 2E sin | "n (t-ta) | 《 5 


1 . . al 
Wt-60H], x0, E= FMY * Hrídt,—0, TEC 5 ) 式 又 可 尝 示 为 


E mI. —sin E 


Ren ARTON. 上 式 使 是 振子 的 运动 规律 。 这 是 众所周知 的 简 谐 气动， 
例 &， 试 用 了 哈密 辐 一 雅 可 伟 方 程 求 复 摆 作 者 限 振 玛 的 周期 ?。 
Wn BDCTBALEDEOH—REPHDE. HAP HA H ITX Sm. WES SER. 
Ak, BREA 


l * £6 
-379 


stro Dixie sozit £63) UE, O 为 绕 oz 轴 的 转动 角速度 。 
落选 ox 帮 为 势能 的 参考 点 时 ， 那 么 捍 的 势能 为 
V= -mgl coslp 
A Pm AR” Dabei E ES oh ES 
HI Xu EB iE 
pg = ƏL D = T 
op op 
"CR 


I 
p= J 


TX. SER IUE UR HERE A 


Hz mA D, 
F (4 — Dy 


cost ) 


P. — mgl cos (IP 

ELT A BE UI AOADA TRE STR 
Mn. Ar 

sa $290 * 


ow 
PP Bg 
BE. A igni IIE n] 18 7j4€ 7J 
oW 
ap sg) one cos (D es E (2) 
因为 W-wop)» 所 以 (2 OXUXRERCRZ2S 
i dW - 
a Ca? mgl cos =E (39 
即 
2 2J CE mgl eos ) 


积分 土 式 得 
welt d 2E E+ mal cosp) ay (4) 


根据 哈密 顿 正则 方程 的 积分 C, 54 0 RAA BHCE JU IP S ELLA 
oW — v sj a dp — | 
n= | - | (5) 
ARH Los W=), LAP ,海景 大 的 旺角 有 时， E= 一 所 cos D. 于 是 《 5 AA, 
可 表示 为 


t- to m SEL 人 一 一 (6) 
= 0 v/mglicostp — cost(p 4) 


EDT 
cos = 1 -Jsin* È 
1 P, 


-一 =- 


cosp a=] - 23in - 4 


WE C8 OX XRBIBEN 


ll pp | ap 
t-f = » mg | ee 
Jo fo: Qo 2 P C T7) 
y sin =y -sin -op 
us D. o ua DE. 
sin a 7 sin 9 sit 
Jj] 
9, 
Sin 5 =k 
HRA 
Jain’ s" -sin* M = sin T * cos0 — Kk cos? 
[ri 
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D. os Tap — sin ^ cos 0 d0 


2 
TAE, die 了 ) ATRAEN —o083)gq mei tap 
5.1 (Jo Pe | ap ,. 
o = T UL f 


9 [sin Ps sin? - sin’ T 


— - o— —— 


NEN IPSE 
11/73 f 28in 一 > cos 0 dO 


mgl ^i k cos 0 4^1 — k*sin*0 


=. mil. — 2 — (8) 
M i-k UE 

由 于 复 所 从 景 低 点 中 = 0 摆动 到 最 高 点 四 = 号 ,时 ， 摆 动 的 时 间 愉 好 为 复 THESIS] 
BITS EI) 2... MURRER 
Ul [5 ——9— u (9) 


tdg, fi) mda] 一 
mgl o v l-k'sin'à 


"kesn PURA Ok&10 时 ，( 9 ) 式 中 的 被 积 函 煞 可 按 二 项 式 定理 展开 得 


NE 
(I1 - k'sin^0 ) (214 k?*sin :9 + Kesin40 十 … 和 十 
PAURA (10) 


iE (100 式 代 入 ( 9 OGRGEXEZUBU,. HERUBUCRUTEU XA 


-T 1*3*554--* (24-1) x 
之 zn dà = -m - -一 ”和 -一 
| sin 0 2«4*6-4--* (2n) 2 


J f l., * (2n - D. i oon 
rud Lo [ie Gy GI Pkt Oy o Gg O Et 


WERRJILAHEPHJE MPERA ETMA RA LAA A 
gp EAEESQ, ME, CH DB uGsz ERU. ARAE C LR 》 2E 
运动 规律 《 即 运动 积分 ) 。 这 是 它 最 天 的 优 反 。 


J3 b E 
LISSE F DE d ERU EE AARG GS ACA EB ERU E DPI N 
GO. [Gy G1 Gs (i). [Gss G:}=0 
Cii), LG; Gz]—G,; (iv) [G,» G,]70 
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2, 试 证 下 列 由 质点 组 的 动量 pD LAS SHE US MI I ADEL R BRE 格 括 pO 


(i) * [ Gr, zj 一 pe， Cv) * [Cas 了 人 一 一 pr 
Cii), [G,, p.) —pe Cvi), LG,, p,1—0 
( lli ) " [Grs pr] = py ( vii ) * LG pi] —0 


Civ). Gz; pel -Py 
SALF, Gl1AHBT WAWE: 
Ci) [F,F,;,, G]—F,[F., G] +E: LE ， G] 
Cii) [F, +F: G]2[F,, G]--L[F;, G] 
LEs Jo co Jepi aR. MF X fs fo eo BRE, AE 
括号 
[P c] = Y Ufo G] 


i31 
5. 试 证 下 列 变换 Cas p) —* CQ, P) 为 正则 变换 : 
(id Q=v 29 cosp，P 一 w 2q sinp 
(i)Q-In(IJ- q cosp), P-2(14- q cosp)v q sinp 
(ii) Q= V 2 cosp, P= 20k sinp 
6, Ze IE DUAE EET EL RCS 为 
S"(q, Q)—Qarcsin f 4 T / 20 -9g’ 
v. 20 


PAUE Ei 
H =L (p+) 
求 正 则 变换 及 新 的 正则 方程 。 
7 自由 落体 在 to 时 ， 从 z, 高 度 下 落 ， 到 t 时 芭 达 z 高 谋 ， 试 由 阶 密 顿 一 雅 可 伸 方 径 求 
其 运动 规律 。 


8 .试用 哈密 额 一 雅 可 介 方 程 求解 行星 的 运动 。 
9, 试用 哈 审 顿 一 雅 可 忻 方 程 求 解 对 称 陀 螺 绕 定 赋 的 这 弄 。 
10, 3A JH B UTER RE n] RT BOR 305 
ü Fz 
v=- -3 


F F 
中 运动 时 交 主 浮 数 8， 式 中 w 及 下 为 常数 。 
《 管 ， 在 球面 坐标 系 由 


式 中 由 是 质点 的 质 荆 ， 互 汐 总 能 量 ，o: ， gs 为 积分 常数 )。 
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